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CAPITOLUL 1

ECUATII DIFERENTIALE

1. Ecuatii diferentiale. Solutia generala.
Solutii particulare. Interpretarea seometrica. Exemple.
Problema Cauchy.

Definitie. Fie F(x,y,y’...y") o functie realdi definitdi pe [a,b]
xY,YCR"™', avand argumente variabila reald xe[a,b] si functia reala y

impreuna cu derivatele ei ',)",...,y". Relatia:
(1) Fayy,..y")=0

se numeste ecuatie diferentiald de ordinul n, daca se cere sa se determine
functiile y=f{x) definite pe intervalul [a,b], avand derivate pand la ordinul »
inclusiv in orice punct al intervalului [a,b] astfel incat sa avem:
Fxf(x).f (x),.../™ (x)=0 pentru orice x e[a,b].
Functiile reale f{x) care indeplinesc conditiile de mai sus se numesc
solutii ale ecuatiei diferentiale (1).
Daca (1) poate fi scrisa:

(2) V=t yy' . y"")

atunci (2) se numeste forma normala a ecuatiei (1).

Daca n=1, din (1) avem F(x,y,y')=0 care este o ecuatie diferentiald de
ordinul intai (sau y'=f(x,y) forma explicitd). Solutiile ecuatiei F(x,y,y’)=0 se
pot pune sub forma y=¢(x,C), C constantd si se numesc solutii generale.

Daca dam lui C o valoare particulara obtinem o solutie particulara.
2

. 2 , 5 : o
Ecuatia y=xy'+y" are solutia generald y=Cx+C’si y = _XT numita

solutiesingulara. Din punct de vedere geometric, ecuatia

d e . L : .
d—y = f(x,5), (x,y)e Dreprezinta un camp de directii, graficul unei solutii
x
y= @(x) este o curba situatd in D, cu proprietatea ca in fiecare punct (x,y) al
sau, tangenta la curba reprezentata printr-un vector face cu axa Ox un unghi

a, astfel ca tga=f(x,y).



2. Ecuatii diferentiale de ordinul intai rezolvate
in raport cu y’, integrabile prin metode elementare.

2.1. Ecuatii cu variabile separate.

Ecuatia diferentiala

(1) PEx)dx+QO@()dy=0
se numeste ecuatie cu variabile separate. Solutia generala se obtine astfel:

J Pxyds + [0y = €

2.2. Ecuatii omogene.
Ecuatiile diferentiale omogene sunt de forma:

@ 22

dx X
Daca se face schimbarea de functie: y=tx, ecuatia (2) se transforma
intr-o ecuatie cu variabile separate.
Intr-adevir, avem:

dy dt
L =x—+t
dx dx
. . . dt dt dx ,
si ecuatia (2) devine: x—+t= f(f) sau =— care este 0 ecuatie cu
dx f(tH)y—-t «x
variabile separate.
dy Tl
Exemplu. Sa se rezolve ecuatia: e ; . Efectuand substitutia
~+1
X
) . +1 dx : . . ) Y
y=tx ecuatia devine: - +1dt =—— de unde integrand si revenind la = o
X

obtinem integrala generald: In+/x* +y° + arctgZ =C.
X

2.3. Ecuatii reductibile la ecuatii omogene.
Ecuatia de forma:




a,x+by+c
a,x+b,y+c,

(3) y'=f [

d e : -
unde y'= d—y, a,,b,,c, eR (k=12) este reductibild la o ecuatic omogena.
X

1)Dacé c;=c,=0, ecuatia este omogena de tipul anterior.
2) Daci ¢} +c; 20 si a,b, —a,b, # 0 dreptele
ax+by+c =0 s1 a,x+b,y+c, =0 nu sunt paralele si se intersecteaza in

. o |x=x,4u
punctul (X,yo). In acest caz facem substitutia:
Y=YtV

au+byv

si ecuatia (3) devine: —=f ( j Cu ajutorul substitutiei v=u‘t se

a,u+b,v

obtine o ecuatie cu variabile separate.

3) Dacd ¢ +c; #0, a,b, —a,b, =0, dreptele sunt paralele deoarece

a b 1 . : .
1 1 = In acest caz ecuatia (3) se poate scrie sub forma:

e ( ax+by+c,

si daca facem substitutia z=a;x+b;y
k(a,x+b,y)+c,

ecuatia devine:

1 + N . —
—(é— al) = f| 225 | care se poate transforma intr-o ecuatie cu variabile
b, \ dx kz +c,

separate.

Exemplu. Sa se integreze ecuatia :

, X+y-3
x—y+1
Dreptele x+y+3=0, x-y+I=1I se intersecteazd in punctul (1,2); cu
ajutorul schimbarii x=u+1, y=v+2 obtinem ecuatia: §= ury (omogena).
u u-—-v

Efectudnd substitutia v=tu obtinem o ecuatie cu variabile separate:

1-¢ du ) . : 1
T dt =— care dupa integrare da solutia: arctgt—Eln(l +t*)=Inu+C sau
u

cu ajutorul variabilelor x si y gasim:

arctgy—_fz ln\/(x—l)2 +(y-2) +C.
x—

10



2.4. Ecuatii diferentiale liniare de ordinul intai.

O ecuatie de forma:
4) Y +Px)y=0(x)
unde P(x) si Q(x) sunt functii continue pe [a,b], se numeste ecuatie
diferentiala liniara de ordinul intdi.
Pentru rezolvarea ecuatiei (4) vom rezolva mai intdi ecuatia
y’+P(x)y=0 numitd ecuatia liniard omogena.

Aceasta este cu variabile separate: Q:—P(x)dx cu solutia generala
y

—| P(x)dx o o . o .
y=_=Ce J . Cautam pentru ecuatia neomogena (4) o solutie de forma:

—jP(x)dx

y=C(x)e
Inlocuind aceasti solutie in (4) rezulta:
e " o) 1T () + P(r)C(x)e

- J’ P(x)dx

O(x)

_[P(x)dx

sau  C'(x)=0(x)e
Integrand obtinem functia C(x):

(5) C(x)= I O(x)- eI PO e+ C,, C; constanta.

Rezulta solutia generala a ecuatiei (4) sub forma:
(6) y= eij(x)dx [Cl N J-Q(x) . e'[P(X)dxdx:|,

Metoda folositd pentru determinarea solutiei generale (6) se numeste
metoda variatiei constantei.

2.5. Ecuatia lui Bernoulli.
Ecuatia lui Bernoulli este de forma:
(7) Yy +Px)y=0(x) »*

unde P(x), O(x) sunt continue pe [a,b], a este o constantd o # 0 si a # 1
(altfel avem o ecuatie liniara).

Daci se efectueaza schimbarea de variabild z=y"* ecuatia (7) a lui
Bernoulli se reduce la o ecuatie liniara.

Intr-adevir, daca se imparte cu y* in (7), obtinem

11



8) e yP()—— = 0.
Yy y

4
Observam ca z'=(1-a)y “-y' de unde ;—a= si ecuatia (8)

(1-a)

devine:

9) Z4+(1-a)P(x)-z=(1-a)Q(x)
care este o ecuatie diferentiala liniara de ordinul I in z. Apoi se obtine y din
relatia z=y"™“.

2.6. Ecuatia Riccati.

O ecuatie diferentiala de forma

(10) Y+P(x)y* +0(x)y+ R(x)=0
cu P(x), O(x), R(x) functii continue pe un interval [a,b] se numeste ecuatia
Riccati. Dacd se cunoaste o solutie particulard a ecuatier (10), y, prin
. e 1 : . .
schimbarea de variabila y=y, +; ecuatia se transforma intr-o ecuatie

liniard. Avem: y'= ' p—ZZ—2 si ecuatia (10) devine:
z' 1Y’ 1
y'p—Z—2 + P(x)- [yp + ;J + Q(x)[yp +;) +R(x)=0
sau

¥ +P(X)y2 +0(x)y, +R(x)—é[Z'—(2pr(x)+Q(x))Z—P(x)]= 0

s1 pentru cd y, este solutie a ecuatiei (10) obtinem ecuatia:

z"- (2y,P(x)+Q(x))z-P(x)=0

care este o ecuatie liniard in z.

2.7. Ecuatia lui Lagrange si Clairaut.

Ecuatia lui Lagrange este de forma:

(11) y=xp(y)+y ()

Integrarea ecuatiei lui Lagrange se reduce la integrarea unei ecuatii
liniare in modul urmitor. In (11) inlocuim y’=p si obtinem:
¥ =x¢(p)+w(p). Derivam in raport cu x si obtinem:

p=¢(p)+x¢'(p) p+y'(p)-p'

12



sau:
pP'(xo'(p)+y'(p) = p—p(p)
Daca p—o(p)#0, p'= Z—p obtinem ecuatia liniara:
X
(12) ﬂ_i_ ?'(p) Y= v'(p)
ap p(p)-p  p-¢(p)
Rezolvand ecuatia liniara (12) obtinem solutia ecuatiei (11) sub forma
parametrica:

(13) {x=f(C,p)

y=9(p)f(C,p)+y(p)
parametrul fiind p, iar C o constanta arbitrara.
Dacd in (11) consideram ¢(»')=y»' obtinem ecuatia
(14) y=xy+y(y)
numita ecuatia lui Clairaut.
Notdm cu y'=p si avem y=xp+w(p). Derivdm in raport cu x si
1) p'= 0 deci p=C si inlocuind in (14) obtinem:
(15) y=C-x+y(C)
care este o familie de drepte si este solutie generala a ecuatiei Clairaut.
2) x+y'(p)=0,
pe care daca o inlocuim in (14) obtinem solutia:
x=-y'(p)
(16) { ' , pelabl.
y=-py'(p)+vy(p)
numitd integrala singulara.

Observatie. Se poate ardta cd integrala singulard este infasuratoarea
familiei de curbe pe care o reprezintd solutia generala.

3. Ecuatii diferentiale de ordin superior.

O ecuatie diferentiald de forma:
(1) F(6,p,0,' " y™) =0
este de ordin superior daca n>2, ne N.
Functia y=¢(x,C,,C,,...,C,) este solutie generalda a ecuatiei (1).
Problema Cauchy este problema determinarii solutiei y =¢(x), xe[a,b]
care indeplineste conditiile initiale

13



(2) Y(x0) =0, (x0) =" a---ay(n_l) (x,) = y(()n_l)

valorile y,,)', ,....y"" fiind date.

Ecuatii diferentiale integrabile prin cuadraturi

Ecuatia y"/=0 are, ca solutie generald, un polinom arbitrar de gradul

n-1.
Ecuatia F(x,y®,y*", .,y™)=0se transforma prin substitutia y*=u
intr-o ecuatie diferentiald de ordinul n—k: F(x,u,u',u",...u”" ") =0.
Ecuatia F(x,y,)',...y™)=0o0mogendiny, y ... »", ise reduce

'

ordinul cu o unitate prin schimbarea de functie % =u . Intr-adevar

y'=yu, y'=y'u+ yu'= y(u’ +u') ete.

Exemplu. Sa se integreze ecuatia diferentiald
X y"'=R2y+xy"), x#0
Cu y'si y" calculati mai sus ecuatia devine:
X2y w’ +u') =2y +xyu)’

4 4 TV .
sau u'-—u =— care este o ecuatie liniard in u, «' cu solutia:
X X

u=Cx* —i,
S5x

! '

5 . g . 4 .
Inlocuind u=> rezultd ecuatia: lzClx“—S— care este o ecuatie cu
Y y X

4 x°

Ao X
variabile separate si care are solutia generalid: ¥ = C,x > “e,x #0.

4. Ecuatii diferentiale de ordinul », liniare.
Dependenta liniara. Wronskian. Solutia generala
a unei ecuatii diferentiale liniare.

O ecuatie diferentiald de forma:
(1) a,()y" +a,()y"" +..+a, ()y+a,(0)y = f(x)
se numeste ecuatie diferentiala de ordinul n, liniara §i neomogend; o ecuatie
diferentiald de forma:
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(2) a,(0)y" +a,()y"" +..+a, , (x)y+a,(x)y =0
se numeste ecuatie diferentiala de ordinul n, liniara si omogena. Daca
Vi, V2, ...,V sunt solutii ale ecuatiei (2) atunci si

3) y=Cy+Gy,+..+Cy,
unde C;,, C, ...,C, sunt constante arbitrare, este de asemenea solutie a
ecuatiei (2).

Definitie. Fie y;(x), y2(x),...,y.(x) n functii pe un interval [a,b]. Se
spune cd aceste functii sunt /iniar independente pe [a,b] daca nu existd n
numere A4, 4,,...,4, nu  toate nule, astfel incdt sia avem

AV, (X)+ 4, y,(x)+...+4,y,(x) =0 pentru orice x €[a,b].

Exemplu. Functiile 1, x, ¢* sunt liniar independente pe R deoarece
conditia 4, +4,x+ 4,e" =0 pentru orice x € R implica 4 =4, =4, =0.

Fie y;(x), y2(x),...,vu(x), n functii derivabile continue, pana la ordinul
n-1 inclusiv, pe intervalul [a,b]; determinatul urmator

yl y2 yn
4) Wi Yores ¥u) =| Y Vo e Y
DR yi

se numeste wronskianul functiilor y;, y,, ..., V.

Daca functiile y;(x), y2(x), ...,va(x), derivabile continue pana la ordinul
n-1 inclusiv pe [a,b], sunt liniar dependente pe [a,b], atunci wronskianul lor
este nul in orice punct din [a,b].

Are loc:

Teorema. Daca y,;, y,,...,y, sunt liniar independente pe [a,b] si daca
wronskianul: W(y;, v,,....v, ¥)=0 pentru orice x<[a,b], atunci y este o

combinatie liniara de functiile y;, y,,...,y,adica:
(5) y=C1y1+C2y2+...+Cn n

unde C;, C,,...,C, sunt constante.
Sa consideram ecuatia diferentiald de ordinul », omogena

(6) Yy +a,(x)y" "V +.+a, (x)y=0
cu a;(x), ax(x), ...,a,(x) functii continue pe [a,b].

15



Fie y;, y,,...,yn, n solutii ale ecuatiei date, definite pe [a,b], atunci orice
solutie a ecuatiei (6) pe [a,b] este de forma.

(7) y=Cy;+Cyr+...+Cy,, x€la,b],
unde C;, C, ..., C, sunt constante. Functia y din (7) se numeste solutie
generala a ecuatiei (6) pe [a,b].

Un sistem de solutii y;, y,,...,), ale ecuatiei (6), definit pe [a,b] cu

Wi, va...yn )70 pe [a,b] se numeste sistem fundamental de solutii al
ecuatiei (6).

Astfel, dacd y;, y,,...,y,, formeazad un sistem fundamental de solutii pe
[a,b], atunci y=Cy;+Cyy,+...+C,y,, x €[a,b], se numeste solutie generala a
ecuatiei (6) pe [a,b].

Daca y;, y5,...,y, formeaza un sistem fundamental pe [a,b] atunci ele
sunt liniar independente pe [a,b] si reciproc. Fie ecuatia diferentiald liniara
de ordinul n, omogena:

(8) a, " +a,(x)y" " +..+a, (x)y+a,(x)y =0.

Dacda cunoastem o solutie particulara y; a ecuatiei date, prin
schimbarea de variabila y=y;z, 11 putem micsora ordinul cu o unitate.
Obtinem succesiv:

y=yz V=y'z+yz,)"'= yl”z+2y1'z'+ylz",...,y(”) = yf”)z+C,iy1("_DZ'+...+C:ylz(”).

Inlocuind in (8) avem:
Za, )y +a,()y" "+t a, )y ]+ 2@, ()p, + ..+ C, ag ()P ]+ 2 ay (x)p, = 0.

Coeficientul lui z este nul pentru ca y; este solutie a ecuatiei date. Cu o
noud schimbare de variabila z'=u, obtinem o ecuatie diferentiald liniard si
omogena de ordinul n-/:

A, u" " + 4, x)u" +..+ A4, (x)u=0.

5. Ecuatii diferentiale de ordinul », liniare si neomogene.
Solutia generalid. Metoda variatiei constantelor pentru
determinarea unei solutii particulare a ecuatiei
neomogene. Exemplu.
Fie ecuatia diferentiald de ordinul », liniard si neomogena:
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(D L) =ay(x)y" +a,(x)y"" +..+a, (x)y+a,(x)y = f(x)
cu coeficientii a,(x), k=0,1,...,n si f(x) continuie, iar a,(x)=0 [a,b].
Solutia generald a ecuatiei (1) se obtine addugand la solutia generala a
ecuatiei omogene:

@) L, =a,x0)y" +a,(x)y"" +..+a,,(x)y'+a,(x)y =0
o solutie particulara (oarecare) a ecuatiei neomogene (1).
Intr-adevir, fie Vp(x) o solutie particulard a ecuatiel neomogene pe
[a,b]. Facem schimbarea y(x)=y,+z.
Avem (L, este liniar) L,(y,+2)=L,(y,)+L,(2)=f(x); cum
L,(y,)=f(x) rezultd L,(z)=0; prin urmare, daca y;, y»,...,y, este un sistem

fundamental de solutii ale ecuatiei omogene pe [a,b], rezultd cd solutia
generala a ecuatiei neomogene este:

3) y=Cy +Cy,+..+Cy, +y,, xela,b]

Are loc urmatoarea teorema:

Teoremd. Fie ecuatia (1) si y;, Vi...,y, un sistem fundamental de
solutii pe [ab] al ecuatiei (2). O solutie particulard y,(x) a ecuatiel
neomogene (1) pe [a,b] este data de:

4y, =n]C @dx+y,[C, (dx+...+, [ C, (x)dx

unde C';(x), C'5(x),...,C",(x) este solutia sistemului :
»CL(xX)+y,CL(x)+...+»,C' (x)=0
V. C(x)+y,CL(x)+..+y', C' (x)=0

(5) ...................................................................
WIC )4y C () et I C, (1) =0

n— 1 n— 1 n— 1 X
PEC, (1) + 0 ICT () et y00C, (1) = L
ay(x)

Daca efectudm cuadraturile :
[C@dx=4, +p,(x), kell2,..n}
si le inlocuim 1n (4), obtinem solutia generald a ecuatiei neomogene:

©6) y=A4Ay+4,y,+ . +A4y, +yo +y,0,+..+y,0,.
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Demonstratie. Fie y;, y,,...,y, un sistem fundamental de solutii ale
ecuatiei omogene (2). Solutia generala a ecuatiei omogene va fi asadar:

(7 Yu=Cy+Cy,+..+Cy,,
unde C;, C,, ...,C, sunt constante arbitrare. Daca reusim sd aratdm ca functia
Vp =P T 20+t Y,0, CU Dy Pyseees P determinate pe [a,b], dupd cum

este precizat in enuntul teoremei, este o solutie particulard a ecuatiei
neomogene, atunci, conform celor spuse la alineatul precedent, functia:
&) y=yutyp
este solutia generald a ecuatiei neomogene pe [a,b]. Ne ramane asadar sa
verificam ca y, este o solutie a ecuatiei neomogene.
In acest scop sa consideram functia:
©) y=Cx)y, +C,(x)y, +..+C,(x)y,, x€a,b]
care se obtine din solutia generald a ecuatiei omogene inlocuind constantele
C;, C,...,C, cu functiile necunoscute C;(x),Cs(x),...,Cy(x) si sd aratam ca
functia y data de (9) cu C';(x), C'5(x),...,C",(x) verificand sistemul (5). Daca
derivam pe y din (9) obtinem:
y'=Cy +C,y",+.+Cy +C'\y, +C,y, +...+C' y,
insd, conform primei ecuatii din (5) anume C', y, +C', y, +...+C', y, =0
ne mai ramane
(10) V'=Cy'\+CyH+..+C)',.
In continuare, daca derivam pe (10), obtinem:
YV'=Cy" +Cy" 4. +C " +C" y, +C y, +. .+ C Y
insa conform ecuatiei a doua din (%), anume
YV, Ci(x)+y,C,(x)+...+)', C' =0, ne mai ramane:
(11)  Y'=Cy" +Cy'",+..+Cy" .

In mod asemdnator obtinem:
3) _ 3 3) 3)
vy =Cy +Cy;" +..+Cy

n

(n-1) __ (n-1) (n-1) (n-1)
v, =Cy, T +Cy  +.+C oy,
In ceea ce priveste derivata de ordinul #n, obtinutd prin derivare din
ultima relatie, avem:

y(”) = Clyl(") + Czyg’” +..+ Cnyi") +C', yl(”_l) +C', yé”_” +..+C', y(”_l)

n

sau, tinand seama de ultima relatie din (5):

(12) y" =Cp"” +Coy” +..+C oy ACI
ay(x)
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Daca inmultim acum pe y dat de (9) cu a,(x) pe y' dat de (10) cu a,.
J(x) s.a.m.d., pe y™ dat de (12) cu ay(x), obtinem prin insumare:

L[y]l=CL,[y]1+CL [y,]+..+C L[y, 1+ f(x)

insd L,[y]=0, k=1,2,...,n astfel incat ne mai ramane L,[y]=f(x); prin urmare
y, date de (9) cu C,,C,,...,C,, verificand sistemul (5), este solutie a ecuatiel
(1). Sa observam ca determinantul sistemului (5) este W(y.,y,,....v,) # 0 pe
[a,b]. Fie C';,C",,...,C", solutia sistemului (5) cu

M Y e Vi YVism Wy

Y Ve e Vi Vi Y
' ()= (1) AR GREI CR ) RN Vil WVACOR
W(Vis Yy Vo) a,(x)

Prin n cuadraturi obtinem:
C,(x)= j C' (0)dx=,(x)+ A, ke{l,2,..n}

unde A4,,4,,...,4, sunt constante arbitrare.
Inlocuind pe Cy(x) in (9) obtinem:
(13)  y=yd+yd+ ty, 4, +O0 400, +. 4 0,,
care este solutia generala a ecuatiei neomogene.

Functia y, =@y, +9,y, +..+9,y,, este o solutie a ecuatiei liniare

neomogene si este prin urmare solutia particulard cautata. Teorema este
demonstrata

Metoda folositd pentru a determina o solutie particulara a ecuatiel
neomogene (1) se numeste metoda variatiei constantelor si se datoreaza lui
Lagrange.

Exemplu. Sa se gaseasca solutia generald a ecuatiei:
x?y"=5xy'+8y = x. Doui solutii ale ecuatiei omogene sunt y,=x°, y,=x" cu
W(y.,y)=2x#0 pe R\{0}; solutia generald a ecuatiei este y=Cx’+Cx".
Determinam o solutie particulara a ecuatiei neomogene prin metoda variatiei
constantelor. Avem:

C x> +C,x"=0
1 cusolutiile:

C'\2x+C, 4%  =—

X
C' =— - siapoi C,=C, +—, C, =C, ———.
1 2x29 C2 2x4 $ p 1 1 2% 2 2 6x3

Solutia generala a ecuatiei este, asadar:
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y=Cx* +Cyx’* +§, xeR\{0}.

(am renotat C; =C,, C, =C,).

6. Ecuatii diferentiale de ordinul »n, liniare,
cu coeficienti constanti.

O ecuatie diferentiald liniara

(1) a, " +ay" P +..+a, y+a,y=0, a, #0

unde a, €R, k=0,n, este o ecuatic de ordinul n, cu coeficienti constanti,
omogena. Pentru aceastd clasd putem determina totdeauna un sistem
fundamental de solutii.
V(r,rs,....ry)#0 daca r#r;, i# intrucét este determinatul lui Vandermonde.
Solutia generald a ecuatiei (1) este:
(3) y=Ce"+C,e* +..+C e"™, xeR

Exemplu. Sa se gaseasca solutia ecuatiei:
yP+3y"y-3y=0. Ecuatia caracteristici  +3r°-r-3=0 are
radacinile r,=-1,r,=1,r=-3 deci solutia generala este: y=C e+ Cre"+Cie ™,
Dacad cautam solutii de forma y=A4e™, a#0, obtinem succesiv y'=Are”™,
y'=Ar’e”, ..., y"=4r"e"™; daci le inlocuim in (1) avem:
Ae™(a,r" +ar" +..+a, r+a,)=0;

deoarece A#0, ¢ nu se anuleaza pentru X €R, va trebui s avem
-1
(2) agr'+a; "+ +a, r+a,=0.

Prin urmare, numarul (real sau complex) r trebuie sa fie radacina a
ecuatiei (2) care se numeste ecuatia caracteristica a ecuatiei diferentiale (1).

Sa observam de la inceput cd daca ecuatia caracteristica (2) are toate
radacinile simple ViErE . FE atunci solutiile particulare
y,=e",y,=e" .., y, =e" formeazad un sistem fundamental de solutii ale
ecuatiei (1). Intr-adevar, calculand wronskianul lui y,,., ...,,, obtinem:
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e e o'
_ nx X rx | (ptntaan)x
W, yysy,)=| ne" ne®™ .. re"|=e V(e T,
n—1 _nx n=1_rx n=1 _rx
n 5 € r, e

si se observa ca este diferit de zero pentru orice xe€R ,deoarece
exponentiala nu se anuleazd pe R iar V(r,r,.,r,)#0 dacd r#r,i#j
(V(r,r,,...,r;,) este determinantul lui Vandermonde).
Solutia generala a ecuatiei (1) este:
(3) y=Ce"™ +Ce™ +..+C e".
Daca ecuatia caracteristicd (1) are radacinile complexe simple
n=o+if, =0, +ify,.., 1, =a, +if,
— = — , n=2m
n=a —-if, rn=0c,+if,,...r, =a, —if,
atunci functiile
y, =e“ cos B,x, y, =e“ sinB,x, kell2,.,m}
formeaza un sistem fundamental de solutii ale ecuatiei (1).
In acest caz, solutia generali a ecuatiei (1) este:
(4) y= Ze"‘” (C, cos B, x+C, sin 3, x)
k=1
Observatie. Daca ecuatia caracteristica are radacini reale si complexe,
atunci solutia generala a ecuatiei (1) este formatad dintr-o combinatie de tipul
(3) si (4).
Sa consideram cazul cand ecuatia (1) are radacini multiple. Daca r=a
este o radacina reald multipla de ordinul p, atunci
(5) y=e"(Ci+Cx+..+Cx"")
este o solutie a ecuatiei (1). Daca r=a+iff €C este multipld de ordinul p,
atunci:
(6) y=e“|(C,+Cox+...t Cx"Ycos fr+(C) +Cox+...+ Cox")sin ]

este o solutie a ecuatiei (1).

7. Ecuatii neomogene. Determinarea solutiei particulare.

Sa consideram ecuatia neomogena

(1) ay™+apy™ "+ . ta,y tay=fx).
Solutia generald a ecuatiei este:

) Y=y, +,
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unde y, este solutieci omogene atasate ecuatiei (1) iar y, este o solutie
particulard a ecuatiei neomogene.

Pentru determinarea lui y, putem folosi metoda variatiei constantelor,
care ne permite, cunoscand solutia generala a ecuatiei omogene, sd gasim o
solutie particulara a ecuatiei neomogene prin z cuadraturi.

In aplicatii sunt cazuri frecvente, cand in functie de forma lui f{x),
putem gasi prin identificare pe y,. Enumeram mai jos aceste cazuri:

a) Functia f(x) este un polinom P,,(x).

Solutia y, va fi tot un polinom, de acelasi grad, O, (x), daca =0 nu
este radacind a ecuatiei caracteristice aopr”+... +a,=0. Vom inlocui y,=0,,(x)
in (1) st prin identificare vom gasi solutia particulara y,. Daca r=0 este
radicind a ecuatiei caracteristice, multipla de ordinul & (keN’), atunci vom
alege yp=xk'Qm(x) s1 prin inlocuire in (1) si identificare vom gasi y,,.

b) Functia f{x) este un “polinom” de forma de forma e“P,,(x), (P,(x)
polinom de grad m). Daca r=a nu este radacind a ecuatiei caracteristice,
atunci alegem y,=e“ Q,,(x) si prin identificare, vom afla pe y,. Daca r=a este
ridicind multipla de ordinul & (keN") a ecuatiei caracteristice atunci o
solutie particulara a ecuatiei (1) o vom cduta sub forma yp=xke€me(x) si vom
proceda apoi ca Tnainte.

c) Dacd f(x) este de forma £, (x)cosax+Q, (x)sinaxatunci daca

+*ia nu este radicind a ecuatiei caracteristice atunci vom alege
y, =P, (x)cosax+Q, (x)sinax, unde m=max(m;m,) iar P,(x) si O, (x)
sunt polinoame arbitrare care se determina apoi prin identificare. Daca
tiaeste radacind multipla de ordinul & atunci vom alege
y, =x"[P,(x)cos ax + O, (x)sin ax].

d) Functia f{x) are forma e“[F, (x)cosfx+0, (x)sinfx]. Solutia
particulard y, va avea expresia:

y,=e” [P (x)cos fx+Q, (x)sin Bx]
(m=max(m;,m;)) dacd a *if nu sunt radacini ale ecuatiei caracteristice sau
va avea expresia:
y, = xe™[P; (x)cos fx+ Q. (x)sin Bx]

dacd a*if sunt radacini multiple de ordinul k, ale ecuatiei caracteristice.
Polinoamele P, (x) si Q. (x) vor fi determinate prin identificare.

Exemplu. Sa se gaseasca solutia generala a ecuatiei:

P +2y® £5)"48y'+4y = cos x + 40e .
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Ecuatia caracteristica 7+2r7+5/°+8r+4=0 se scrie (r+1)°(**+4)=0 cu
radacina dubla »;=-1 si radacinile simple r,=2i, r;=-2i. Solutia generald a
ecuatiei omogene este: y, =(C, +C,x)e " + C,sin2x+ C, cos2x, x eR.

O solutie particulard a ecuatiei neomogene o cdutdm de forma
y, = Ax’e™ + Bcosx + Csinx. Inlocuind-o in ecuatie si identificAnd obtinem

A=4,B=0,C :% deci solutia generald a ecuatiei date este:

y=(C, +Cyx)e" +C,sin2x+C, cost+lsinx+4x2e_x, xeR.

8. Ecuatia lui Euler. Exemplu.

O ecuatie diferentiala liniara de ordinul » de forma:
(1) a,x"y" +ax"Vy" N + L +a, xy'+a,y= f(x)

cu ay, a..., a, constante reale, iar f(x) continud pe un interval [a,b] se
numeste ecuatia lui Euler.
Teoremd. O ecuatie diferentiala Euler (1), se transforma prin
substitutia [x|=¢’ in ecuatie diferentiala liniard cu coeficienti constanti.
Demonstratie. Pentru x>0, punem x=¢' si avem:

dy _dy dt _ .. dy dy _dy
dc dt dx - d O Yo
2 2 2 2
Ly (@) o df D) oy B o oy Ly &
dx dx \ dx dt dt dt dt dx dt dt

dy_d(d@y)_ . d] ofdy | g @Yy dy dy
dx®  dx\ dx? dt dt*  dt dd®  df dt? dt
k

S d e :
Se observi ci toate produsele x” - 7 f se exprima liniar cu ajutorul
X

d’y

derivatelor TR peil2,.. ki, ke{l2,. . ,n} inmultite cu factori numerici,

deci daca i inlocuim in ecuatia (1), ea se va transforma intr-o ecuatie cu
coeficienti constanti :

d'y . d"y dy ,
2 b +b +.+b  —+b y=f(e
( ) 0 dtn 1 dldkl n—1 dl ny f( )
unde by, b, ...,b, sunt constante reale.

Ecuatia omogena
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d"y d"fly dy
b +b +..+b  —+by=0
(3) O dr™! " dt nY

admite solutii de forma e™, unde r; este o ridicind a ecuatiei caracteristice.

. . . ~ o 7t 1A/ Ty o
Revenind la ecuatia (1) si observand ca e* =(e')* = ‘x‘ deducem ca
ecuatia Euler, omogend, admite solutii de forma |x|. Acest rezultat

simplifica mult determinarea solutiei generale a unei ecuatii Euler.
Fie ecuatia Euler, omogena

4) a,x"y" +ax""'y" " + . +a,_xy'+a,y=0.

Vom cduta solutii de forma y=4-|x', 4 este constantd; avem,

r—n
9

succesiv, y'= Ar‘x‘r_l = Ar(r— 1)‘x‘r—2 s V' = Ar(r =1)...(r —n+ 1)‘x
derivate pe care daca le inlocuim in (1), si observam ca se da factor comun
Alx|", obtinem A‘x‘r ‘K,(r)=0 unde K,(r) este ecuatia caracteristica a
ecuatiEuler:
(5)
K (ry=sayup(r=D..r=n+)+ar(r-1)...r—-n+2)+..4+a,r+a,=0

Fie r,r,...,r, radacinile ecuatiei caracteristice. Dupd natura lor si
ordinul lor de multiplicitate, determindm, la fel ca si la ecuatii diferentiale
liniare cu coeficienti constanti, sistemul fundamental de solutii al ecuatiei
Euler considerate.

Exemplu. x’y"+2xy’+y=0. Ecuatia caracteristica

.. 1, . :
r(r-1)+3r+1=r+r+1=0 are radicinile complexe 7, Z—EiIT. Ecuatia

|

diferentiala va  avea  solutille  particulare —Lcos(glnh

b
R

V, = Lsin(ﬁ ln|x
Jo o\ 2
u= L C, cos(ﬁln‘xg +C, sin(ﬁln‘xg , x#0,
Jl 2 2

Observatie. Pentru determinarea unei solutii particulare a unei ecuatii
Euler, neomogene, se foloseste metoda variatiei constantelor sau
determinarea lui y, dupa forma membrului drept al ecuatiei.

], x#0 s1 deci solutia generala:
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9. Sisteme de ecuatii diferentiale. Exemplu.

Definitia 1. Relatiile
Fl(t;x,x',...,x(’”);y,y’,...,y(");z,z‘,...,z(P)) =0

'

(1) F(t;x,% 0, x5 3,90y 2,2,..,27) = 0
F,(t;x,x" ., x5 9,90,y 2, 2., 27) =0

unde functiile F;,F>,F; sunt definite pe [a,b]xXx YxZ cu X&cR™', Yc R™",
Zc R formeazi un sistem de trei ecuatii diferentiale cu trei functii
necunoscute x,),z, dacad se cere sd se determine functiile x(z), y(?), z(?),
derivabile respectiv pana la ordinul m,np pentrut€[a,b], functii care

impreuna cu derivatele lor verifica (1) pentru orice ¢ €[a,b].

Definitia 2. Un sistem de trei functii reale x(?), y(t), z(¢) care verifica
conditiile de mai sus se numeste o solutie a sistemului (1).

Observatii.

1) Daca m=n=p=1, sistemul (1) se numeste sistem de ordinul intai;
daca cel putin unul dintre numerele m,n,p este mai mare decat unu, sistemul
(1) se numeste sistem de ordin superior.

2) Un sistem rezolvat in raport cu derivatele de ordinul cel mai inalt se
numeste sistem canonic (sau explicit). Daca sistemul (1) poate fi rezolvat in

raport cu derivatele x™,y™ 2% adica:

) -1 1 -
= f(t;x,x',..., x\m ),y A ,y(" ). 7 ,...,Z(p ))

(2) y(n) :g(t;x’x'9' (m l)jy,y >° ’y(n 1) 9"'9Z(p_1))

_ . ( ). ( 1) (p-1)
=h(t;x,x',...x”" v, ¥y z'..,z")
se obtine sistemul canonic respectiv.

Definitia 3. Un sistem de »n ecuatii diferentiale de ordinul intai, cu »
necunoscute, este de forma:

dt = [i(L, V1Y 350 V)

= o6 Y15Y 0505 V0)
(3) dt
d

j;n _f(t ylayza 7yn)
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si se numeste sistem sub forma normala a lui Cauchy.

Un sistem de ecuatii diferentiale de ordin superior este echivalent cu
un sistem de ordinul intai.

Aceasta se observda usor din (2) daca introducem functiile
necunoscute:

dx dx, dx, dx, ,

— =X, = Xy, = Xy, =X,

dt dt dt dt
st la fel in y s1 z obtinem:

dx
n—-1 __ . .
— == [ (XX s Xy 15 Vs Visees Vits ZoZpseesZ )

dt
st la fel in y si z.
Un sistem de n ecuatii diferentiale de ordinul intdi este, in general,
echivalent cu o singura ecuatie diferentiala de ordinul .
Observatie. Un sistem de ordin superior este echivalent cu un sistem
de ordinul intai, iar rezolvarea acestuia se reduce in general la rezolvarea
unei ecuatii diferentiale de ordinul 7.

Exemplul 1. Sa se rezolve sistemul:

Zt , teR
4
— =2y+4x
a7
Din o . A doria o ob dy dx+d2x
1n prima ccuati€c avem =Xx+—,; derivan , S€ ODlINC - =
p ’ e e T A ar

si iInlocuind in cea de-a doua ecuatie a sistemului rezultd

dx d’x d’x dx
—+— ————6x=0,
dt dt dt dt
Aceasta este o ecuatie de ordinul doi cu coeficienti constanti. Ecuatia
caracteristica corespunzatoare ¥-r-6=0 are radacinile r,=3, r,=-2.
Solutia generala a ecuatiei este

3 2
x=Ce" +Cre ™",

= Z(X + ﬂj +4x sau
dt

si
y=4Ce” - C,e™

Solutia generald a sistemului dat este:
{x =Ce” +C,e™

, 1eR
y=4Ce* —C,e™
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si reprezintd o familie de curbe, ce depinde de doud constante arbitrare reale.
Pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale, din punct de
vedere practic este mai indicatd metoda elimindrii, care conduce la o ecuatie
diferentiald de ordinul 7 cu coeficienti constanti.
Daca sistemul de ecuatii este neomogen, aceeasi metodd este

preferabila.
Exemplul 2. Sa se rezolve sistemul:
"y = t
{y T teR
x'—4y =sint

Din prima ecuatie, x=y-t si x'=y"-1. Inlocuind in a doua ecuatie
obtinem:

(4) y"-4y=I+sint

Solutia ecuatiel este y=y,+y,, unde y, este solutia ecuatiei y"-4y=0.
Ecuatia caracteristici este 7°-4=0 cu r;=2, r,=-2; deci y, =Ce* +C,e™; y,
il alegem de forma y,=A+Bsint+Ccost. Prin inlocuirea lui y, in (4) si

1 1.
identificand obtinem: ¥, = T gSlnt . Deci :
2 B
y=Ce" +C,e” ————sint
4 5

s1 din egalitatea x=y'-¢ obtinem:

x=2C,e* —2C,e ™ — %cost —t

Solutia generald a sistemului dat este deci:

1
x=2Ce” =2C,e™ —gcost —t

1 1
=Ce* +C,e* ————sint
Yy 1 2 4 5

10. Sisteme simetrice. Definitie. Integrale prime.
Combinatii integrabile. Exemple.

Definitia 1. Un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intdi se
numeste sistem simetric, daca are forma
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dx, dx, dx

P(x,Xy0sX,)  P(X3Xy500X,)  P(X,Xy00X,)

n

(1)

unde functiile P (x,x,,.,x,) nu se anuleazd simultan pentru
(X,,%,,.,x, )€ DR
Solutia generald a sistemului (1) este de forma:
Fi(x,x5,..,x,)=C,
F,(x,,%,,....,x,)=C,

)

F o (x,xy,..,x,)=C, |
unde F,F5, ... F,; sunt continue cu derivatele partiale de ordinul intéi
continue in D cR". Orice relatie Fy(x,,...,.x,)=C;, k=1,n—1 se numeste
integrala prima. Din cele de mai sus, rezulta ca daca se cunosc n-/ integrale
prime ale sistemului (1), se cunoaste solutia generala a sistemului (1).
Din (1) avem egalitatea:
3 dx, dx, dx, Adx +A,dx,+..+A.dx,
) PP P AP+AP+.+AP

n

unde 4, (x,,...,x,)sunt functii arbitrare continue in D.

Definitia 2. Un sistem de » functii 4,(x,,x,,....,X, )s.cs 4, (X, X550, X,)
continue pe in D care indeplinesc conditiile

Adx, + Aydx, +...+ A dx, =dO,

AP +A,P+..+A4,P =0
pentru orice (X,,X,,...,x,) €D, se numeste o combinatie integrabild a
sistemului (1) in D.

Functia ®(x,,x,,....x,)=C a caret diferentiald totald in D este
Adx, + A,dx, +...+ A,dx, este o integrala prima a sistemului (1). Dacad se
determind n-/ combinatii integrabile distincte, se obtin n-/ integrale prime,
care dau solutia generala a sistemului (1) sub forma (2).

Exemplu. Folosind metoda combinatiile integrabile, sa se determine

solutia sistemului

dx dx dx . . .
L —=———=—""— determine solutia sistemului
X3 =Xy X TX3 X7 X

Sistemul dat poate fi scris sub forma:

dx, dx, dx, _ dx, +dx, +dx,  x,dx, + x,dx, + xydx,

X;—=X, X, —X; X, X 0 0
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De aici rezulta ca d(x;+x;+x3;) = 0 si x;dx;+ x,dx; + x3dx;= 0. Solutia
generala va fi formata din doud integrale prime: x;+x,+x; = C; si

2 2 2
x; +x; +x; =C,.

11. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai
liniare si omogene. Sistem caracteristic.
Solutie generala. Exemplu.

Definitia 1. O relatie de forma

0 0 0
(1) Pl(xl,xz,...,xn)—u+P2(xl,x2,...,xn)—u+...+ Pn(xl,xz,...,xn)—u =0
ox, ox, ox

cu P(x,,x,,.,x,), k=1,n continue si neanulandu-se simultan Intr-un

n

domeniu D cR", se numeste ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai,
liniarda §i omogend, daca se cere sa se determine functia u=f(x;x,,...,x,)
avand derivatele partiale de ordinul intdi continue, care verifica (1).
Definitia 2. Sistemul simetric
2) dx, dx, dx

B(x,xy,..x,)  P(x,%,,...,X,) P (x,,%),...,x,)
definit in D se numeste sistem caracteristic al ecuatiei cu derivate partiale

(D.

n

Problema integrarii ecuatiei diferentiale (1) se reduce la problema
integrarii sistemului caracteristic (2), asa dupd cum reiese din urmatoarea:

Teoremd. Fie ¢(x,x,,.,x,)=C o integrala prima a sistemului
caracteristic (2); functia u = ¢(x,,x,,...,x,) este o solutie a ecuatiei cu derivate
partiale (1).

Demonstratie. Integrala prima ¢(x,,x,,...,x,)=C are diferentiala nulad

de-a lungul unei curbe integrale a sistemului (2):

(3) 9 e + 22 g+ 422 e 0
ox, ox, ox

Insa de-a lungul unei curbe integrale diferentialele dx,,dx, ...,dx,, sunt
proportionale cu P, P,,...,P,, conform relatiilor (2) deci egalitatea (3) mai
poate fi scrisa si sub forma:

4) 8_(01)1 +8—(pP2 +...+a—(an=O
ox, ox, ox

n
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valabilad pentru orice (x,,x,,...,x,) situat pe o curba integrald a sistemului (2).

Egalitatea (4) fiind adevarata pentru orice constantd C, este adevaratd pentru
orice curbd integrald a sistemului (2) situatd in D; prin urmare
u=@(x,,x,,...,x,) este o solutie a ecuatiei (1) in D. Teorema este demonstrata.

Are loc urmatoarea:

Teoremd. Fie ecuatia cu derivate partiale (1). Fie n-/ integrale prime
(independente) ale sistemului caracteristic (2), ¢, (x,,x,,..,x,)=C,,k=1Ln-1.
Functia u(x,,x,,..., x,) data de:

U(X X ey X)) = @[qol (X1 5X 5 5eees X))y Py (X5 X 550y X, )eees @, (X, ,xz,...,xn)]
este o solutie a ecuatiei cu derivate partiale (1).

Exemplu. Sa se determine solutia generala a ecuatiei

X 3 X o y p =0
Sistemul caracteristic corespunzator este
de dy dz
-y
. dx dy . . o . . .
Din x—Z:_—xy rezultd integrala primda xy=C, iar din egalitatea
d—xJ;=;l—f obtinem tindnd seama de prima integrald y’+3xyz=C,. Astfel

sistemul caracteristic are integralele prime

xy =C,
{y3 +3xyz=C,
Solutia generald a ecuatiei este
u=g@(xy,y’ +3xyz), unde ¢ este o functie arbitrard derivabila.

12. Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai
cvasiliniare. Exemplu.

O ecuatie diferentiald cu derivate partiale de ordinul intai cvasiliniare
este de forma:

ou ou au
—+B(X,X%,,...% ,u)— +...+},’1(xl,xz,...,xn,u)a =P (x,%,...X ,u)

(1) B4, %y, 1) . o n
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Pentru determinarea solutiilor unei ecuatii cu derivate partiale
cvasiliniare (1) se procedeaza astfel:
a) Se scrie sistemul caracteristic corespunzator ecuatiei (1), adica:

@) dx, _ dx, _ dx, _ du
r B A
b) Folosind metoda combinatiilor integrale se determind » integrale
prime:
(3) F,(u,x,,%,y,...,x,)=C,, k=Ln

c) Solutia generald a ecuatiei cvasiliniare (1) este datd sub forma
implicitad de relatia:

4) O(F,,F,,..F,)=0

Exemplu. Sd se determine solutia generald a ecuatiei cu derivate
partiale

xa ya

Atasam sistemul caracteristic:

A dy

Avem:

xdx + ydy +udu B du
sau
xdx + ydy + udu B du

x4y’ +u2(\/u2 +x°+y° —u)_ u—m

de unde
xdx + ydy + udu Y

Xyt +u’
Avem astfel o integrala prima: /x*+y* +u’ +u=C, .
Din egalitate primelor doud rapoarte ale sistemului caracteristic, avem

si a doua integrala prima: %z C,. Solutia generala este:

d){in/x%yz +u’ +”J=O Sau yx"+y” u’ +u =f[£j.
y y

13. Probleme propuse.
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1. Sa de integreze ecuatia diferentiald de ordinul intai liniara:

, 1
y=yigx=——9(0)=0
COS X

2. Sa se integreze ecuatia diferentiala omogena generalizata:

(3x-7y-3)y" + 7x-3y-7T = 0.
3. Sa se integreze ecuatia diferentiala a lui Bernoulli:

i 1 2
ye_y=-207 y(l)=1

4. Sa se integreze ecuatia diferentiala a lui Riccati:

4 2
a)y'+y2+—y+—2:O,yp zﬁ(a>0).
x° X x

. 2si
b)y'+y’sinx = S _

9y - .
cos’x "7 cosx

5. Sa se integreze ecuatia diferentiald a lui Clairaut si Lagrange:
S|
a)y =xy'+—;
y

b)y=(1+y")x+y"” .
6. Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare de ordin superior cu

coeficienti constanti omogene:

@) y'=y=0, y(0) =2, y'(0)=0;
b) y¥ -5y"+4y =0;

c) y(3)-6y"+1 1y'-6y =0;

d) y7 =3y"+3y'-y = 0;

ey —y=0;

N v +4y% =0.

7. Sa se integreze ecuatiile diferentiale liniare de ordin superior cu

coeficienti constanti neomogene:
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a) y''-5y'+6y = 6x> —10x +2;
b)y? -y —yry=e”.

)y —y=3e* —5cosx+2x>.

8. Si se integreze ecuatia de tip Euler: x*y" —2xy'+2y =x.
9.Folosind metoda variatiei constantelor,sa se integreze ecuatia:

14 l
oS X

10.Sa se rezolve sistemele de ecuatii diferentiale:

xX'+4x+4y=0

a) , x(0)=3,y(0)=15,x = x(2), y = y(2).
y'+2x+6y=0

!

X=-x+y+z

b) y' =x—-y+z , X(O):O,Y(O)ZI,Z(O):I, X = x(t)’y = y(t)az = Z(t)'

Z'=x+y-z
11.Folosind metoda combinatiilor integrabile sd se determine solutia
sistemelor simetrice:

a) dx, . dx, o dx .
x (X, —x3)  x,(x; —x) xz(xl_xz)’
b dx, _dx, _ dx, .
X X x—afx x4y ’
dx dx dx
0 -

2 = - :
X —x, x0T  2xx, 2xx;

12.S4 se integreze sistemul de ecuatii diferentiale cu derivate partiale
cvasiliniare:

2xua—u+2yua—u=u2 -x*=y*u

= X.
x Oy ¥
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CAPITOLUL 11

FUNCTII COMPLEXE

1. Corpul numerelor complexe. Constructia si reprezentarea
numerelor complexe.

Imposibilitatea rezolvarii unor ecuatii algebrice in corpul numerelor
reale R a condus pe algebristii italieni in secolul XVI sa introduca noi
expresii de forma a+bJ-1,a,beR, numite numere imaginare. Numerele
"imaginare" apar pentru prima oard in lucrarile lui Cardan (sec. XVI).
Denumirea de numere imaginare a fost atribuita datorita faptului ca in epoca
respectiva nu s-a putut da o reprezentare intuitiva a acestor numere. In 1763,
Euler intreprinde pentru prima oara un studiu sistematic al acestor numere
introducand si simbolul " i ". In 1797, Gauss da interpretarea geometrica a
numerelor complexe, ca puncte ale unui plan.

Fie R2 produsul cartezian al perechilor ordonate (x,y) de numere

reale. Definim pe R2 operatiile de adunare si inmultire prin :
(D xy)+&LY) =&, yty)
2)  xy) XLy)=xx"-yy', xy+x'y).

Prin definitie, multimea numerelor complexe C este multimea R2
dotatd cu operatiile de adunare si inmultire (R2,+,.); multimea C inzestrati
cu cele doud operatii are o structurd de corp comutativ. Elementele corpului
C se numesc numere complexe. Fie A multimea numerelor complexe de
forma (x, 0), deci A={(x,0),xeR}. AcC si A este un subcorp al lui C

deoarece:

X0+ ({y,0)=x+y,0) e A,s1(x,0)(y,0)=(xy,0) e A .

Sa definim aplicatia f : R—>A prin f(x) = (x, 0), xeR. Aceasta
aplicatie este o bijectie si conserva operatiile de adunare si inmultire :

fixt+y) = f(x) + f(y) s1 f(xy)=f(x)f(y) .

Rezulta ca f este un izomorfism de corpuri de la R pe A. Acest lucru
permite identificarea multimii A cu R. Astfel vom nota numarul complex
(x,0) cu x deci (x, 0) = x. In particular, zeroul (0,0) si unitatea (1,0) din
corpul numerelor complexe se identificd cu numarul real O si unitatea reala
1. In consecintd putem scrie (0,0) = 0 si (1,0) = 1.
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Fie B ={(0.y),yeR}cC. Observam ca B se poate identifica cu

punctele din R2 situate pe axa Oy. Observam ca :
0,y) +(0,y)=(0,yt+y') ¢ B
st (0y) (0y)=(yy,0) ¢ B.
Aceasta aratd cd B nu este un subcorp al corpului numerelor complexe
C. In particular,
(0,1) (0,1)=(-1,0)=-1.
Vom nota i = (0,1) si astfel i2 = -1, xi = (0, x), x R. Numarul complex
1 se mai numeste si unitate imaginara, iar numerele complexe de forma xi
(xeR), numere pur imaginare.
Daca z = (x,y) este un numar complex oarecare, atunci :
z=(xy)=(x,0)+ (0,y) =x +1y,
care reprezinti expresia algebricid a numerelor complexe. In aceasta scriere,
x = Re z s1 y = Im z reprezintd respectiv partea reald si partea imaginard a
numarului complex z.
Prin modulul numarului complex z = x + 1y se intelege numarul

nenegativ definit prin relatia :
|z = x>+ 7.

Prin conjugatul unui numar complex z = x + iy se Intelege numarul
z=X - iy. In afard de aceastd reprezentare geometrici punctuald mai este
cunoscuta si reprezentarea vectoriala a numerelor complexe. Astfel,
numarului complex z = x + 1y, 1 se ataseaza vectorul liber ale carui
componente pe axele de coordonate sunt x si y . In acest fel se realizeazi o
bijectie intre corpul C si multimea vectorilor liberi.

Scrierea numerelor complexe sub forma trigonometrica. Operatii cu
numere complexe.

In calculul cu numere complexe este foarte utild scrierea acestora sub
forma trigonometrica. Numarul complex z = x + iy se poate scrie sub forma
trigonometrica :

(1) z=p(cos@+isingd) unde p=

z

,tgt9:Z ,X =pcosf,y=psinf
X

Unghiul facut de vectorul corespunzator lui z cu sensul pozitiv al
axel Ox se numeste argument $i se noteaza : € = argz
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Aceluiasi numar complex z, z=#0, 11 corespund o infinitate de
determinari ale argumentului, care diferd intre ele printr-un multiplu de 2.
Vom numi determinare principala a argumentului lui z, z# 0, notatd arg z,
acea determinare care verificd inegalitatile :

-nm<argz<T.

Adunarea (respectiv scaderea) numerelor complexe z, =x, +iy, §i
z, = x, +iy,se definesc prin :

(2) zytzy, =(x 2x,)+i(y, £ ,)

Aceste operatit au ca semnificatie geometricd adunarea respectiv
scaderea vectorilor corespunzatori :

Se observa ca |z, —z,| reprezinta distanta dintre punctele zsi z,
Fie z,=p,(cosf, +isinh) si  z,=p,(cosd, +isin6,). Inmultirea
numerelor complexe z, si z,se defineste astfel :
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(3)  zz, =p,p,lcos(6, +6,)+isin(6, +6,)] .
Observam ca  |z,z,|=|z,|z,| si arg(z,z,) =argz, +argz,.
Dacd z, €C, z,=p,(cosb, +isinf,) , ke{l,2,..,n) atunci:
4)  zz,.z,=p,p,.p,lcos(0,+6,+..+0)+isin(0 +6,+..+6,)] .
Dacd z, =z, =...=z,= z=p(cos @ +isind) atunci :
(5) z'=p"(cosn@+isinnd) .
Daca luam pe p =1 se obtine formula lui Moivre :
(6)  (cos@+isind)" = cosnf+isinnd .
Impartirea numerelor complexez,,z, se efectueaza dupa regula :

2

(7) 22 =Pilcos(d, - 0,)+isin(6, - 0,)]
Z, P
- - z ‘Zl| : Zl —
Observamca : [|=+— §1 arg—- = argz, —argz,.
) ‘Zz| Z,

Radacina de ordinul » se defineste astfel :
8) #:z= \/;(cos 02 L isin 227y )k e{0.1,2,...,n—1}.

n n

Din punct de vedere geometric, cele n radacini ale lui z sunt varfurile
unui poligon regulat cu n laturi inscris in cercul cu centrul in origine si de
raza i/p .

O formd importantd de reprezentare a numerelor complexe se
datoreaza lui Euler. Notand cos@+isin@ =¢' ( formula lui Euler ), numarul
complex z se poate scrie sub forma: z=pe”,p=|z,0 =argz numitd forma

Z|

exponentiala a numerelor complexe.

2. Elemente de topologie in corpul numerelor complexe.Proiectia
stereografica.

Fie C multimea numerelor complexe. Aplicatia d : CXC — R definita
prin :
(1)  d(z.z,) =|z,-z,| , Vz,,z,eC
se numeste metrica sau distanta pe multimea C.
In continuare nu vom face deosebire intre numirul complex z si
punctul M(z), imaginea lui geometrica din planul Gauss.
Definitia 1 . Vom numi disc deschis cu centrul in punctul aeC si de
raza r >0 multimea :
(2) Aa,r)={zeC,

z—a|<1‘} .
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Prin disc inchis cu centrul in aeC si de razd r > 0 vom 1intelege
multimea :
3)  A(a,r)={ze C, |z—a|§r}.
Definitia 2. Numim cerc cu centrul in a si de razd r >0 multimea :
(4) S(ar)={ze C, |z—d|=1}.
Mai jos sunt reprezentate cele trei multimi:

A(a,r) A(a,r)

v

S(a,r)
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Multimea C pe care s-a definit metrica d este un spatiu metric. Pe
multimea C, relativ la distanta d vom introduce topologia r,, numita
topologia asociatd distantei d.

Multimea de parti z, a  spatiului metric (C, d) definita prin :

(5) «7,={UeP(C)VzeU,3r>0,A(z,r)cU} ,
unde P(C) reprezintd multimea tuturor partilor multimii C, este o topologie
pe (C,d), numita topologia asociata distantei d .

v

0
\ -
Definitia 3. Submultimea V se numeste vecinatate a unui punct
z, € Cdaca exista discul A(z,,7) <V ( figura de mai sus).’

Dacd V < C este o vecindtate a lui z, € C, atunci punctul z, se numeste
punct interior lui V. Multimea punctelor interioare ale unei multimi V se
numeste interiorul lui V si se noteaza cu v sau ItV .

Punctul z, este un punct de acumulare pentru multimea V daca orice
disc A(z,,r) contine un punct z=z, astfel incat : V n(A(z,,r)\{z,}) =D .

Multimea punctelor de acumulare o vom nota cu V' s1 0 vom numi multimea
derivata a lui V.

Dacd z, eV si existd A(z,,r) astfel incat A(z,,r)nV ={z,}, atunci
punctul z, este un punct izolat al multimi V.

Inchiderea multimi V reprezintd multimea ¥ =7 ur’. O multime V
0
este deschisa daca V=7 .
Multimea V este inchisa daca v o> V'. Se poate arata cd V este inchisa
SV=r.
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Multimea V < C este o multime marginita dacd exista discul A(0,r)
astfel incat v < A(0,r).

O multime marginitd si inchisa se numeste compacta.

Un punct z, e C se numeste punct frontiera pentru multimea A< C
daca orice vecinatate V a punctului z, contine puncte atat din multimea A

cat si din complementara sa C(A). Multimea punctelor frontierd a multimii
A se noteaza Fr A si se numeste frontiera lui A.

Daca cel putin unul din numerele x =Re z , y =Im z este infinit, vom
scrie z=o §1 vom spune ca reprezintd punctul de la infinit al planului
complex.

Definitia 4. Numim vecindtate a punctului z =0 exteriorul unui cerc
cu centrul 1n origine, adica multimea :

(6) V, ={zeC,lz|>r}.

Pentru a obtine imaginea geometricd a punctului z=w al planului
complex vom defini proiectia stereografica, care stabileste o corespondenta
biunivoca intre punctele unei sfere si punctele planului complex al lui Gauss.
Aceasta corespondenta a fost indicata de B. Riemann.

Sa consideram o sferda S de diametru 1 tangenta in punctul O la planul
euclidian raportat la sistemul de axe rectangulare Oxy 1n care am reprezentat
numerele complexe . Fie N punctul de pe sfera S diametral opus lui O.

Vom considera spatiul euclidian tridimensional raportat la sistemul de
axe rectangulare 0., unde O, si 0, coincid cu Ox respectiv cu Oy, iar axa

O. se suprapune peste diametrul ON, N (0,0,1).

z

Fie M un punct oarecare din planul Oxy de afix z = x + 1y $i sa notdm
cu P =P(¢&,5,¢) punctul diferit de N unde dreapta MN taie sfera S :
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In acest fel, fiecirui punct M din plan (sau fiecirui numéir complex
z €C) 11 va corespunde un punct unic P al sferei S, P=N. Invers, dandu-se

un punct P, PeS, P=N, dreapta care trece prin N si P va intersecta planul
Oxy intr-un punct unic M.

Vom spune ca punctul M este proiectia stereografica (din N) al
punctului P. Relatiile dintre coordonatele punctului P(&,7,¢) st coordonatele

punctului M(x, y) sunt :
(7) X : y : X' +y’

1+x2+yz’77_1+x2+y2’g_l+xz+y2

Cand |2/ —» 0, atunci P—N deci proiectia stereografica a polului nord

N este punctul de la infinit z=0 al planului complex ¢&=0. Multimea
numerelor complexe C impreuna cu punctul z=o reprezintd inchiderea lui

C,deci C=CuU{w}.

Definitia 5. Multimea EcC este convexa, daca pentru orice
descompunere in doud multimi disjuncte si nevide A si B cel putin una din
aceste multimi are un punct de acumulare in cealaltd multime, deci :

AUB=E,ANB=0,AnB #J sau A "B=#QJ.

Dacad o multime este deschisa si convexd, vom spune cd acea multime
este un domeniu.

O multime deschisa este convexa daca si numai daca oricare doud
puncte ale sale pot fi unite printr-o linie poligonald continuta in acea
multime.

Definitia 6. Un domeniu D < C este simplu conex,daca orice curba
simpla inchisa I', continutd in D, delimiteazd un domeniu marginit A avand
frontiera I' ,este inclus in D,adica Ac D:

A

y
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Un domeniu care nu este simplu conex vom spune ca este multiplu conex.
Prin introducerea unor taieturi, adica noi frontiere, domeniul poate deveni
simplu conex. Ordinul de conexiune se obtine addugand o unitate la numarul
minim de tadieturi pentru ca domeniul respectiv sa devina simplu conex.

Exemplu. Domeniul D din figura de mai jos este triplu conex :

Prin taieturile 7, si 7, el devine un domeniu simplu conex
avand ca frontiera multimea :
['=(C)u(C)V(C)V(4,B) V(B 4)(4,B8,) (B, 4,)..

3. Siruri si serii de numere complexe.

A. Siruri de numere complexe.

Definitial. Numim sir de numere complexe aplicatia
fiN ->C,f(n)=x,+iy,,x, €R, y, eR. Vomnota: (z,) . sausimplu(z,).

Spunem ca sirul (z,) este marginit daca 3JceR, astfel incat :
|z,|<c,Vne N*,

Definitia 2. (cu vecinatati) Spunem ca sirul ( z, ) este convergent daca

existd un z e C astfel incat in afara oricarei vecinatati V a lui z se afla un
numar finit de termeni ai sirului. Notdm  limz, =z sau z, — z,n — .

n—0

Definitia 3. (cu &) Spunem ca (z,) este convergent daca existd un
ze C astfel incat pentru orice ¢ >0 exista un rang n, € N cu proprietatea ca

pentru orice neN, n>n, sdavem :
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|z, —z|<e.
Geometric definitia 3 are urmatoarea interpretare : toti termenii z, cu
n>n_ se afla in interiorul cercului cu centrul in z si de raza ¢ .

&

Teorema 1. Un sir z, =x, +iy, este convergent daca si numai daca
(x,) si(y,) sunt convergente; in plus, limz, =limx, +ilimy, .

n—>0 n—>0 n—>0

Demonstratie. Daca z, este convergent, atunci 3z=x+iyeC astfel

incat pentru Ve>0,3n, e N astfel incat Va>n, sd avem |z, —z|<e. Dar
x, —x|<|z, —z|<e si |y, -y <|z, -2/ <&, de unde urmeaza ca x, si y, sunt
convergente catre X si respectivy si deci z, — x +iy.

Reciproc, daca x, - x §i y, —» y obtinem z, -z .

Definitia 4. Sirul (z,) de numere complexe se numeste sir Cauchy
(fundamental), daca pentru orice & >0, existd un numar natural » (¢) astfel
incat pentru orice n > n(g) siorice pe N, sd avem :

M |z, -2

Are loc:
Teorema 2. Conditia necesara si suficientd ca un sir (z,) sd fie sir

Cauchy este ca sirurile (x,) si (y,) sa fie siruri Cauchy.
Necesitatea conditiei rezultd din inegalitatile :

<€&.

xﬂ+P - xn‘ S ‘Z)1+P - Z?‘l sl yn+p - y}'l S Z?‘l+p - Zn‘
iar suficienta din inegalitatea :
Zn+p_Zn‘S'xn+p_xn +yn+p_yn °

B. Serii de numere complexe.

Prin serie de numere complexe intelegem suma termenilor unui sir
(w,) de numere complexe si se noteaza :

D oW, =W Wy W,

n=1

Seriei de numere complexe » w, i se asociaza sirul sumelor partiale

n=l1
(S,), definit astfel :
S, =w+w, +..+w ne{l23..} .
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Dacd sirul sumelor partiale (S,) este convergent si are limita S

spunem cd seria » w, este convergentd si are suma S adica: > w, =S . Daca

n=l1 n=1

sirul (S, ) este divergent spunem cd seria ) w, este divergenta.

n=1

O serie de numere complexe poate fi scrisa :
dw,=>u,+iy v, ,unde u,,v, eR .
n=1 n=l1 n=l1

Are loc :

Teorema 1. O serie de numere complexe ) w, este convergentd daca

si numai dacd » u, si > v, suntconvergente.

Demonstratie. Notam S =w +w,+.+w,,s, =u +u, +..+u, sl

T, =v+v,+.v,. Avem S, =5 +ir, . Dar > w, este convergentd dacd si
numai daca sirul (S,) este convergent ceea ce are loc daca si numai daca

sirurile (s,) si (z,) sunt convergente adicd, dacd si numai daca seriile ) u,
si > v, sunt convergente.
Definitia 1. Seria ) w, se numeste absolut convergenta daca seria

este convergenta.

2w,

Definitia 2. Dacd seria ) w, este convergentd iar ) |w,| este

divergentd, seria » w, se numeste semi-convergentd.

Observatie. O serie absolut convergenta este convergentd dar
reciproca nu este in general valabild .

O serie de numere complexe este absolut convergenta daca si numai
daca atat seria partilor reale cat si seria partilor imaginare sunt absolut
convergente.
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Observatie. Pentru studiul convergentei absolute a seriilor de numere
complexe se utilizeaza criteriile de convergenta pentru serii cu termenii
pozitivi.

Pentru studiul naturii seriilor de numere complexe pot fi utilizate
criteriile de convergenta pentru seriile de numere reale.

4. Functii complexe de o variabila reald. Limita intr-un punct.
Continuitate. Derivata si diferentiala. Integrala Riemann. Primitiva.

Fie EcR.

Definitia 1. Numim functie complexa de variabila reala , aplicatia :
(1) f:EcR—->C sau
(2) f(t)=x(t) +1y(t), r e R unde x(t)= Re f(t) s1 y(t) = Im £{(t)

Rezulta ca o functie complexa de variabild reald este determinata de o
pereche ordonata x = x(t) siy = y(t), ¢ € E de functii reale de variabila reala.

Definitia 2. Spunem cd un numar complex / eC este limita functiei
f(t) in punctul ¢, eE' daca pentru orice & >0 existd un numar 7(g) >0 astfel

incat oricare ar fi reE , r#1¢,, dacad |r—1,|<n(e) atunci |f(r)-1|<e. Se scrie

lim () =1
Are loc:
Propozitia 1. lim f(¢) = < limx(¢) = Rel si limy(z)=Im/.

Definitia 3. Spunem ca functia complexa f{(t) este continud in punctul
t,e EcR , daca pentru orice ¢>0 existd n(e)>0 astfel Incat pentru

lt=t,| <m(e),t € E sdavem : |f(1)- f(t,)|<¢
Daca 1, e EnE’ , atunci functia complexa f(t) este continua in punctul
ty & lim £(0) = £(t,) -

Propozitia 2. Conditia necesara si suficienta pentru ca functia
complexd f(t) = x(t) + 1 y(t) s fie continua in punctul ¢, € £ =R este ca

functiile reale x(t)si y(t) sa fie continue in ¢,.

Fie f:EcCcR—>Csitye ENE’

Definitia 4. Spunem cd functia complexa f este derivabila in punctul
t, daca exista si este finita limita :

(3) limf(t)_f(t()) )

11, {— ZO
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Valoarea acestei limite se noteaza f'(¢,) sau sl se numeste

df (1)
dt

derivata functiei f'in punctul ¢, e £ .

Proporzitia 3. Conditia necesara si suficientd ca o functie complexa f
sd fie derivabila intr-un punct este ca functiile reale x(t) si y(t) sa fie
derivabile 1n acel punct.

Se poate scrie :

fO-fty) _xO)=x(t,) . yO-y)

t—t, t—t, t—t,

,te E\{t,} , de unde

trecand la limitd cand ¢ — ¢, , obtinem egalitatea :

4) f/(to):x/(to)"‘iy,(to)'
Mentionam ca regulile de derivare pentru functiile reale se pastreaza
s1 In cazul functiilor complexe de variabila reala.
Fie f o functie complexa derivabild pe £ cR..
Prin diferentiala lui f in punctul ¢, € £ vom intelege numarul
complex:
(5) df(to):f/(to)'dtodt:t_tm
Explicitand, relatia (5) poate fi scrisa si astfel :
(6)  df(t)=adx(t)+idy(t) , unde dx(t) = x'(t)dt si dy(t) =y (t)dt
Regulile de diferentiere cunoscute pentru sumad, produs si cat se
pastreaza si pentru functiile complexe.
Definitia integralei Riemann pentru functiile complexe de variabila
reala este analoaga cu cea data pentru functiile reale.
Fie functia complexa f(¢),t e[a,b] = R.
Sa consideram o diviziune d a lui [a,b] prin punctele:
d:ty=a<t <t,<..<t_, <t <..<t =b.
Notam 6, =[¢,,.t,] , unde ke {,23...,n}. Prin norma diviziunii d,
notata y(d), se Intelege numarul real :
() r(d)=max(t, -1,.,).

Functiei complexe f i diviziunii d a compactului [a ,b] li se asociaza
numarul complex r,, numit suma integrala Riemann, avand expresia :

®) o, (NH=FEN, ~1,,) unde punctele & e[t .]

k e€{1,2,3,.,n} se numesc puncte intermediare ale diviziunii d a lui [a, b].
Definitia 5. Functia complexa f(t), ¢ €[a,b] este integrabild pe [a, b],
daca existd un numar complex I cu proprietatea urmatoare : pentru orice
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&£>0 existd un numarzn(e) >0 , astfel Incat, oricare ar fi diviziunea d cu
v(d) < n(e) sioricare ar fi alegerea punctelor intermediare &, , sa avem :

9 |-, <e .
b
Numarul I se noteaza j f(H)dr si se numeste integrala functiei f(t) pe

intervalul [a, b]. In cazul cand integrala existd vom scrie :
b
(10) 1= j fydt = lim 7,(f)

Proporzitia 4. Functia complexa f(t) este integrabild pe [a, b] daca si
numai dacd functiile reale x(t) si y(t) sunt integrabile pe [a, b].Aceasta
rezultd imediat din inegalitatile :

Re ! -7, (x(1))|
[m7 =7, (y(®))
7, (f) =17, (x(0)) +i7t,(¥(1)).

Din egalitatea de mai sus, gasim formula :

(11) jf f(t)dt =jf x(t)dt + i? y(t)dt .

}s 11 =7, <[Rel -7, (x(0))|+[Im] -7, (¥(1)) , deoarece

Proprietatile integralei Riemann au loc si pentru functiile complexe.

Definitia 6. Spunem ca functia complexa F(t), te[a, b], este primitiva
lui f(t), te[a, b], daca F(t) este derivabilad pe [a, b] si F'(t)=f(t), te[a, b].

Daca o functie f are o primitivd F, atunci are o infinitate de primitive,
anume multimea: F(t)+C, te [a, b], CeC. Aceasta multime a primitivelor lui
f se numeste integrala nedefinitd a functiei f care se noteaza :

9)  [rwd=Fw+C.

In particular, daca functia f este continui pe [a, b], atunci functia
t
complexa _[ f(r)dr este primitiva pentru functia f pe [a, b] si F'(t) = f(t),
te[a, b]. Ca si in cazul functiilor reale se arata ca :

(10) [ f()dt=F(b)—F(a)=F(1)

b
a

care constituie formula Leibniz-Newton pentru integrala definitd a unei
functii complexe.

S. Functii monogene. Derivata unei functii complexe. Conditiile de
monogeneitate a lui Cauchy-Riemann. Proprietati.
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Definitia 1. Spunem ca functia complexa definitd in domeniul Dc C
este derivabild in punctul z, € D, dacd exista si este unica:

(1) TAC RACHY

Z—)Zn Z_ZO

Valoarea acestei limite se noteaza f'(z,) $i se numeste derivata
functiei f(z) in punctul z, e D. O functie derivabila intr-un punct se numeste

monogena in acel punct. O functie monogena in fiecare punct al domeniului
D se numeste olomorfa pe domeniul D sau monogena (monos = unul, genos
= a da nastere) pe domeniul D.

Propozitia 1. (Conditiile de monogeneitate a lui Cauchy-Riemann).
Pentru ca functia complexa f(z) = u(x,y) + iv(x,y) definita in domeniul D sa
fie monogena in punctul z, =x, +iy, € D, este necesar ca functiile u si v sa

admitd derivate partiale de ordinul intdi in punctul (x,,y,) si sa satisfaca
relatiile:

ou ov ou ov
(2) a(xoayo):5(’%’)’0)95(%33’0):_a(xoayo)

numite conditiile de monogeneitate ale lui Cauchy-Riemann.
Demonstratie. Pentru z =x+iy € D,z # z,, putem scrie:

f(Z)_f(ZO) _ [u(x:y)_u(xovyo)]+i[v(x’y)_V(XO:yO)]
3) = :
zZ—z (x—2x0) +i(y—y,)

y| 2 Xz

i pre g e Xz

0 X, X

Sa presupunem ca z - z, pe un drum paralel cu Ox: x——x, s1 y=y,

Din (3) obtinem:
(4) f/(ZO): lim_“(xayo)_”(x():yo) _l_l-V(xayo)_V(Xano) -

Ty X=X, XX,

Dar existenta derivatei f'( z,) implicd existenta limitelor:
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(5) lim u(x,y,) —u(x,,,)

X=X X — xO

ou
=a(x0’yo)

si

(6) lim V(x:yo)_v(xoayo)
)C‘))CO x—xo

Din relatiile (4), (5) si (6), obtinem:
0 0
(M) fE)=" o) i ()
X ox

Presupunand cd z — z,, pe un drum paralel cu axa imaginara Oy, atunci

ov
=§(xoayo) .

x=x, §1 y—>y, .

Din (3) obtinem:

®)  f(z,)= lim| -
et Y=Xo Y=Y

care implicd existenta limitelor:

Lu(xg,y ) —u(xy,¥,) N v(X,,Y )_V(xoayo):|

(9) hm .y )_u(xo’y()):a_u(xmyo)
r%o Y=Y Oy
si
(10) ljm v(xy,y )_V(Xano):@(xo’yo)‘
¥ Y=Y y
Din (8), (9) s1 (10) gasim:
1 0 0
(A1) f(z) =520 v0) + (X ) -
i Oy oy

Comparand relatiile(7) si (11) rezultd necesitatea conditiilor (2) si
astfel propozitia este demonstrata.

Propozitia 2. Fie f(z)=u(x,y)+iv(x,y) olomorfa in domeniul D (se
noteaza f € #{D). Daca u si v admit derivate partiale de ordinul doi continue

in D atunci functiile u(x,y) si v(x,y) sunt armonice, adica:
2 2

Au=0,Av=0,undeA =

~+ P ,reprezintd operatorul lui Laplace.
X y

6. Determinarea unei functii olomorfe pe un domeniu cind se
cunoaste partea reala sau partea imaginara. Exemplu.

Sa presupunem ca f(z)=u(x,y)+iv(x,y) este o functie monogena pe un
domeniu D. Functiile u(x,y) si v(x,y) verificd conditiile lui Cauchy-
Riemann:
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8u:8v si 8u:_8v
ox 0y oy 0 x
Sa presupunem ca se cunoaste functia u(x,y). Functia u(x,y) fiind
partea reald a functiei monogene f(z) , este o functie armonica in D.
Cunoscand functia u(x,y), vom calcula derivatele functiei v(X,y):
0v_ Odu Jdv _Jdu
ox 0 y 3y 0 x
si diferentiala sa:

dv:—a—udx+a—udy.
oy 0 x

In partea dreapti a egalititii avem o diferentiald totali exacti, deoarece

2 2
0 (8 ”]: 0 [8 uj u fiind functie armonica Ju [ du . Functia

ox\ox) oyloy ox 0’
v(X,y) se poate exprima printr-o integrald curbilinie independenta de drum,
ou ou
(1) v(x,y)= | ———dx+—dy
A'L oy 0 x

A(x,,y,) fiind un punct fix, iar M(x,y) un punct arbitrar din D. Drumul de la

A la M se parcurge de obicei pe doud segmente de dreapta paralele cu axele
de coordonate (figura), daca acestea sunt cuprinse in domeniul D.

A

y

C(xy,) M(x ,y)
—

D T T
) —>

A(xy, ¥,

B(x:yo)

0 X

Calculand integrala pe drumul ABM, se obtine:

0 u 10 u
v(x,y)=—|—(,y,))dt + | —(x,t)dt
(x,) jéywo) y{@x( )

Xo

iar daca se alege drumul ACM,
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t0u tOu
v(x,y) = y.[m(xo,t)dt - j E(t, yydr .

Integrala (1) determina functia v(x,y) in afara unei constante aditive,
deci functia f(z)=u(x,y)+iv(x,y) va fi determinatd in afara unei constante
aditive . Se observa usor ci f(z) astfel determinati este monogeni. Intr-
adevar, deoarece sub semnul de integrala este o diferentiald exactd, avem:
dv=—a—ud +a—dy, de unde rezulta v __Ou , v _Ou .

oy 0 x 0 x oy 0Oy 0x

In mod analog se arati ca, data fiind o functie v(x,y) armonica in D,
existd o functie f(z)=u(x,y)+iv(x,y) monogend pe D. Functia u(x,y) este
determinatd 1n afara unei constante aditive prin integrala curbilinie
independenta de drum:

ov
2)  uxy)= j dx —
si cu aceasta f(z) este determmata in afara unei constante aditive .
Exemplu . Se da v(z,y)=¢"siny. Sa se determine functia monogena
f(z)=u(x,y)+iv(x,y) stiind ca f(0)=1.
Se wverificd usor cd v(x,y) este armonica. Din conditiile de
monogeneitate obtinem:

ou oO0v ou ov .
— =——=€e Cosy,—=———=—¢€ SIny.
ox 0Oy 0y 0 x

Deci:
du=e*cosy-dx—e'siny-dy

si

u(x,y)= Iex cosy-dx—e“siny-dy.
AM
Integrand pe drumul ABM din figura de mai sus, obtinem:

u(x,y) = .[ex COS Y, -dx — Ie" siny-dy=e"cosy,—e* cosy,+e cosy—e"cosy,
X0 Yo
si deci:
u(x,y)=e*cosy+C C - constanta arbitrara
(C=-e"cosy,).
Rezultd ca: f(z)=e"cosy+ C+ie*siny. Din conditia f(0)=1 gasim C=0.

Obtinem functia monogend: f(z)=e"cosy+ie*siny
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Sau
f(z)=e"(cosy+isiny)=e"-e” =e
si deci:

f(z)=e".

7. Interpretarea geometrica a derivatei. Transformarea conforma.
Exemplu.

Fie f(z)=ut+iv o functie definitd in domeniul D. Presupunem ca f(z)
este monogena 1n punctul z, =x, +iy, € D si f'(z,)# 0. Vom nota w=1(z) si
w, = f(z,) . Functia f determina transformarea:

(1) u=u(y), v =V(sy)
intre planele (z) si (w). In planul (z) al variabilei se considerd un arc de
curba (C) care are o extremitate in M (z,) (figura).

M,(z,) Ny (wy)

v

Vom nota cu (I') imaginea curbei (C) prin transformarea punctuala (1)
intre planele complexe (z) si (w). Deoarece f'(z,)# 0, putem scrie:

f(z,) = hm — im0
20 Z— Z 2L Z — Z
(2) sau
lim arg(w_ %o ] =arg f'(z,).
ZA)Z(] Z —_ ZO
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Transformatele punctelor M, si M de pe curba (C) sunt respectiv
punctele N, si N de pe curba (T).

Fie o’ si a unghiurile formate de secanta M M si tangenta M T in
M, la curba (C) cu axa Ox.

Imaginile acestora prin transformarea (1) vor fi unghiurile g’ si g ale
secantei N,N si ale tangentei N,U in N, la curba imagine (I') din planul (w)
cu axa Ou.

Observam ca:

3 z—z,=N,M-e“ , w—w, = N,N-e?”
0 0 0 0

st notand cu As arcul de curba M M pe (C) si AS arcul NN de pe curba
(T') , obtinem:

N, N M
(4) f'(z,) = lim == ™ = lim| —! A AS ey | i S @
o MM =a\ AS MM As =z As
N M
deoarece lim —>—=1s1 lim —>—=1.
MM, S N—N, S

Din relatiile (2) si (4) obtinem:
AS
(5) |/ =lim==
s
6) argf'(z)=p-a.
Am obtinut :
Propozitia 1. O functie monogend intr-un punct z,, avand derivata

diferitd de zero (f’'(z,)#0), transforma elementele de arc din vecinatatea
punctului M (z,) in elemente de arc proportionale cu modulul derivatei in
punctul z,. Argumentul derivatei functiei in z, este unghiul cu care trebuie
rotitd in sens direct tangenta M,T pentru a deveni paralela cu tangenta N,U
la curba (') . [Se admite ca axele de coordonate din planele (z) si (w) sunt

paralele].

Definitia 1. Transformarea punctuala (1) intre planele (z) si (w) se
numeste transformarea conforma daca pastreaza unghiurile.

Propozitia 2. O functie f(z) olomorfda intr-un domeniu D avéand
derivata diferita de zero in D defineste o transformare conforma.

Demonstratie. Fie (C,),(C,) doud curbe din planul (z) ce trec prin

punctul M,(z,),z, e D si f'(z,)#0 . Imaginile acestor curbe in planul (w)
vor fi (T}) s1 (T,).
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Curbele imagine (T),(T,) trec prin punctul N,(w,),w, = f(z,) (figura).

yt (2) v U, (W)

v

0 X 0 u

Fie ,,a, unghiurile pe care le formeazad tangentele M7, s1 M,T, in
punctul M, la curbele (C,)st (C,)cu axa Ox sip,, 5, unghiurile pe care le
formeaza tangentele imagine N, ,U,,N,U, in punctul N, la curbele (T)),(T,)
cu axa Ou. Unghiurile w=a, —a, $i o' =, - p, reprezintda unghiurile sub
care se taie respectiv perechile de curbe (C,,C,)si(I},T,) . Obtinem:

(7)  argf'(z)=p-a,=p - de unde:

@ o=p-p=a,-a =0,
sau w=w' ,deci curbele (C,) si (C,) se taie sub acelasi unghi ca si curbele
imagine (I',) s1(I',). Cu aceasta propozitia este demonstrata.

Exemplu. Consideram functia w= f(z) =z’,ze C. Deoarece f'(z)#0,
daca z=#0, rezulta ca f(z) realizeaza o transformare conforma in tot planul
complex cu exceptia originii. Observam ca u(x,y) = x> — y*,v(x,y) =2xy, §ica
f este olomorfa in C(f'(z) =2z). Imaginile dreptelor x =1 si y = 1 din planul
(z) vor fi parabolele: (T}) u=1-y*,v=2y,yeR si (I,) u=x"-1,y=2x,xeR:

A ) Vo's=90° (T,)
y S
(Cl) 172)
x=1
~Uu
\a) =90° (-1,0) 0 (1,0)
y=L (&)

0 M, (LD >X )
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Imaginea dreptei x = 1 (C,) este parabola (I,) avand ecuatia
v’ =—4(u-1), iar imaginea dreptei y = 1 (C,) este parabola (I',) de ecuatie
v? =4(u+1). Aceste doua parabole sunt ortogonale si trec prin N,(0,2) din
planul (w), imaginea punctului M,(1,1) din planul (z). Observam ca se
pastreaza unghiurile prin transformarea conforma f(z)=z* (o = ' =90").

8. Integrala curbilinie in planul complex. Exemplu.
Definitie. Principiul de calcul. Proprietati.

Fie 4B un arc de curba in planul complex (z) definit parametric prin
ecuatiile:

(1) x=x@®), y=yM®), telab].

Vom presupune cd functiile x(t) si y(t) sunt continue impreund cu
derivatele de ordinul intai pe [a,b] :

Ya

Sa consideram o diviziune (d) a intervalului [a,b] prin punctele de
diviziune

2) a=t,<t,<t,<..<t_ <t,..<t =b

Deoarece ecuatia in complex a arcului de curba 4B este

z = x(t) +iy(t),t €[a,b] diviziunea (d) induce pe arcul 4B o diviziune (d') prin
punctele de diviziune:
A=M(z,),M,(z,),.... M, (2, ). M (2,) =B,
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unde z, =z(t,),k €{0,1,2,..n} . Norma diviziunii (d) a intervalului [a,b] este
numarul v(d) =max(¢, ¢, ) . In fiecare subinterval [z, ,,t,] alegem un punct

1<k<n

arbitrar v, . Acestui punct ii corespunde prin  z = z(t), t €[a,b] , pe arcul

M, M, un punct intermediar P,(«,), corespunzator numdrului complex
a, =z(v,)

Arcului 4B si corespunzator diviziunii (d) a intervalului [a,b] 1i
asociem cu ajutorul functiei f(z) numarul complex

@) (=Y @)z ~z0).

Definitia 1. Functia f(z), z e D este integrabila pe arcul 4B c D, daca
existd un numar complex I cu proprietatea ca, pentru orice ¢ >0, existd un
numar 7(s)>0 astfel incat, oricare ar fi diviziunea d cu v(d)<n(e) si
oricare ar fi alegerea punctelor intermediare v, , sd avem:

3) |Gd(f)—]|<8.
In acest caz vom scrie:

I= lim o,(f)= j f(2)dz

v(d)—>0
AB

s1 vom spune ca [ este integrala curbilinie pe arcul C a functiei {(z).

Proporzitia 1. Daca functia complexa f(z)=u(x,y)+iv(x,y), ze D, este
continud pe arcul de curbi , 4B neted pe portiuni, atunci integrala
curbilinie a functiei f(z) pe arcul 4B exista si are expresia:

4) j f(z)dz = iu(x, Y)dx —v(x,y)dy +i Iv(x, y)dx +u(x, y)dy..

AB _—
AB

4B

Demonstratie. Notam z, =x, +iy, =x(t,)+iy(t,) si

a, =&, +in, =x(v,)+iy(v, ),k € {1,2,...,n} . Deoarece:

Sa) =u(Gem ) +iv(Ss 1), 25 = 2y = (X =X, ) IV, — Vi)
obtinem pentru suma o, (f) expresia:

() o,(NH=0,(N+icy (),

unde:

o, (1) = D uEm) - (5 =% ) =9 Em)- (3 =y
$i -

o, (f)= Z[v(fk,m) (=X )+ uEom) - =yl
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Tindnd seama de definitia integralei curbilinii si de faptul ca functiile

u(x,y) si v(x,y) sunt continue pe 4B iar x(t), y(t) au derivate continue cu
exceptia unui numar finit de puncte, rezulta:

lim 0 (/)= JuCe.p)ds = (e, »)dy =[x,y O €)= {x0), 2O Ot

si

lim 0 (f) = [v(x )+ uCe, v)dy =[ PLx(), yOF (O +ulx(0), 7Oy @)}t

AB

Proprietéti ale integralei curbilinii :
Lo [ f@dz == [f()dz;
2. Jlof @)+ Pedz=a f(2)dz + [ g(z)dz,a, B e C;
3. j f(2)dz = j f(2)dz + j f(2)dz,C e 4B ;

AB AC CB

4. j f(2)dz

4B

<M-L,unde M = sup|f(z)| si L este lungimea arcului 4B .

ze AB

Observatie. Integralele curbilinii pe contururi inchise luate in sens
direct se noteaza § :

Exemplu. Sa se calculeze integrala:

unde (C) este un cerc cu centrul in punctul « si de raza r (figura) care este
parcurs in sens direct:

-
4
o

57



Punand z=a+re,0 €[0,27] , obtinem:
! = le”"g,dz =ire'’dd
z—a r

si
27:1 ' ' 27
= j—e*"’ire”de = j do =2
0 r 0

9. Teorema lui Cauchy.

Pentru a defini integrala curbilinie a unei functii f(z) pe o curba (C)
am presupus ca f(z) este continud pe (C) fara alte ipoteze referitoare la
existenta sau comportarea functiei in puncte care nu apartin curbei (C). In
cele ce urmeaza vom presupune ca f(z) este olomorfa intr-un domeniu D si
ca (C) este continutd in D. Integralele curbilinii au proprietdti care depind de
ordinul de conexiune al domeniului. Vom considera mai intdi cazul
domeniului simplu conex.

Teorema lui Cauchy. Daca f(z) este olomorfa intr-un domeniu simplu
conex D, atunci:

() [f2)dz=0

oricare ar fi curba inchisa C continutd in D.
Demonstratie. Vom presupune in plus ca f/(z) este continua pe D
(desi aceasta ipoteza nu este necesara, fapt dovedit de E.Goursat).
Fie z=x+iy, f(2) =u(x,y) +iv(x,y) ; avem:
(2) .[f(z)dz = Iudx —vdy + i.[vdx +udy .
C

c C

Sa presupunem ca (C) este o curbd simplad si sd notam cu A domeniul care
are frontiera (C)(A c D) (figura) :

y
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Integralelor din membrul drept al relatiei (2) 1i se poate aplica formula
lui Green:

00 OP
P(x,y)dx + )y = ||| ——— ldxd
i (x, y)dx + Q(x, y)dy J}(@x ayjdx ly
. . 00 . 0P : . .
1n 1poteza ca . S1 > sunt continue pe A. Continuitatea lui f'(z)
X y
. C .. . ou ou ov ov . . A .
implicd continuitatea derivatelor —,—,—,— si aplicand formula lui
ox Oy Ox Oy
Green obtinem:
J.udx—vdyz-” —@—a—u]dxdy
v T\ Ox Oy
3) i
J-vdx+udy:” a—u—@]dxa’y .
v 2\ Ox Oy

Dar f(z) este olomorfa in D. Deoarece Ac D, in toate punctele

domeniului A sunt satisfacute conditiile de monogeneitate Cauchy-

Riemann: ou _ov si u _ —@; deci cele doud integrale din (3) sunt nule si
ox Oy oy ox

pe baza relatiei (2) gasim '[ f(2)dz =0 si teorema este demonstrata.
C

Teorema lui Cauchy poate fi extinsd si in cazul cand domeniul este
multiplu conex. Astfel, fie f(z) o functie olomorfa in domeniul A dublu
conex delimitat de curbele inchise (C,) si (C,) conform figurii:

A

AN
N\ L&AA\

v
NI 7op
RRRRR

\v
()
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Efectuand taietura 4B, obtinem domeniul simplu conex D =A\{4B},

avand ca frontierd curba I' = (C,) U (C,)U(A4B) U (BA4), unde (C,) este parcurs
in sens direct iar (C,) in sens invers. Aplicand teorema lui Cauchy
pentrudomeniul simplu conex D delimitat de curba (T), obtinem:
4) j f(2)dz = j f(2)dz + j f(2)dz + j f(2)dz + j f(2)dz =
B BA

Cum i f(2)dz + i f(2)dz=0 si j f(2)dz =- j f(2)dz

formula (4) ne da:

(5)  Jre= |1

Prin C;,C; , am notat faptul ca (C,) si (C,) se parcurg in sens direct.
In cazul unui domeniu A multiplu conex delimitat de curbele (C,),
(C,),...,(C,)) unde (C)), (C,),...,(C,) sunt exterioare intre ele si interioare

unei curbe (C), C = A (figura) avem: daca f(z) este olomorfa in domeniul A,
in mod analog, prin practicarea unor tdieturi intre C si curbele (C)),

(C,),...,(C,) obtinem formula lui Cauchy pentru domenii multiple conexe:

A

y AN LI

= e
\@

| //

v

C) N X

(6) j fexz= Y [ f(2)dz

klck
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(curbele (C)), (C,),...,(C,) sunt parcurse in sens direct).

10. Formula integrala a lui Cauchy.

Fie f(z) o functie olomorfd intr-un domeniu simplu conex D si C o
curba simpla nchisa continuta in D. Notdm cu A domeniul marginit care are
frontiera C (figura) (A < D)

A

y

| RN EEEEEN RN
D — (O)

//

~ 7
%%L M ’

Teorema 1. Daca se dau valorile functiei f(z) pe curba (C), atunci
functia este complet determinatd in A, §i anume:

_ 1 /@,
(1) f(a)_27zi-([z—ad :

Demonstratie. Fie () un cerc cu centrul in punctul a si de raza r,
/(2)
zZ—a
conex A delimitat de curba (C) si cercul (). Conform teoremei lui Cauchy
pentru domeniile dublu conexe, avem:

® [l [fOI@, @,

interior lui (C) (figura). Functia este olomorfda in domeniul dublu

Observam ca j J@) _ 27i
zZ—a

Functia f(z) fiind monogend in punctul a, este continua in acest punct si
astfel putem scrie evaluarea

3) |f(z)—f(a)|<8 pentru |z—a|<77(g) ,zeD.
Considerand r <n(e), pentru z e(y) avem |z —a|<n(e) si pe baza proprietatii

modulului integralei , putem scrie:
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yﬂn—fmhkng@yaﬂw|
a

=

|dz| < £J‘ds =2
r

unde ds =|dz| reprezinta elementul diferential de curba pe arcul (7). Cum

¢ >0 este arbitrar, facand & — 0 obtinem: J-Mdz 0.

z—a

Tinand seama de relatiile (2) si de cele de mai sus, obtinem formula (1)
numita formula integrala a lui Cauchy.

Formula integralda a lui Cauchy poate fi scrisa si pentru un domeniu
multiplu conex. Astfel, in baza formulei lui Cauchy pentru domenii multiplu
conexe, dacd a este un punct din domeniul de olomorfie al functiei f(z),
avem formula integralé a lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe:

A (Z) f(2)

@  fl@= j 2m;J?3d
Are loc si:

Teorema 2. Fie f(z) o functie olomorfa in domeniul simplu conex D,
delimitat de curba inchisd (C) netedd pe portiuni. Atunci functia f(z) este
indefinit derivabila in D si'

) M@= [ LE

(Z a)n+1

unde a este un punct oarecare situat in interiorul lui (C). Formula (5) se
obtine usor prin inductie derivand in raport cu a, sub semnul integralei
_[f (2) .

mza

egalitatea: [ (a)— Aceasta justificd faptul ca o functie

olomorfa este indefinit derivabila si f*(z) este olomorfa & e{1,2,....}.

11. Serii de puteri. Teorema lui Abel.
Dezvoltari in serie Taylor

Fie sirul de functii (f,(z)),ze D,D<cC. Spunem ca sirul de functii
considerat este convergent in punctul z, e D daca sirul de numere complexe
(f,(z,)) este convergent.

Definitia 1. Sirul de functii (f,(z)),ze D este uniform convergent pe
multimea 4 < D catre functia f (z),ze€ 4, , dacd pentru orice numar ¢>0

existd un numar natural n,(¢) astfel incat pentru » > n,(s) sd avem:

<& Vzed .
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Fie seria de functii ) f,(z). Spunem ca seria este convergentd in z, e D,

n=1

daca seria ) f,(z,). este convergentd. Multimea punctelor de convergenta

n=1

ale seriei le numim multimea de convergenta.

Definitia 2. Seria de functii ) f,(z) este uniform convergentd pe

n=1

multimea 4c D si are suma functia S(z),z € 4, daca sirul sumelor partiale
(S,(2)) al seriei i £, (z), unde:
1
S, (2)=fi@)+ f,(2)+..+ [, (2),ze D

converge uniform pe multimea A catre S(z).
Are loc:

Propozitia 1. Fie )’ f,(z),ze D, o serie de functii si > u,,u, >0, 0

n=1 n=0

serie convergentd. Daca pentru orice ze Ac D, §i VneN,|f,(z)|<u,.atunci

seria de functii ) £, (z), este uniform convergentd pe multimea 4 < D.

n=1

Dacd f,(z)=c,z", sau ¢,(z-a)", obtinem seriile de puteri: > ¢,z", sau

n=l1

ZCn(Z—a)”,cn siaeC.

n=1

Are loc:

Teorema lui Abel. Pentru orice serie de puteri ) ¢,z" existiun numar

n=1
R > 0numit raza de convergenta, caruia ii corespunde in planul complex
cercul 1zI=R numit cerc de convergenta, avand  urmatoarele
proprietati:
1. In interiorul cercului de convergentd |z/<R seria de puteri este

absolut convergenta,
2. In exteriorul cercului de convergenta |z| > R seria este divergentd;

3. In orice disc interior cercului de convergentd |z|<r<R seria este

uniform convergentd.
Ca si in cazul seriilor de puteri reale, raza de convergentd se
determina conform teoremei Cauchy - Hadamard
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1 ——
R=—,0=11m %lc,
o lim

n—»o0
(1) sau
1 — |C
R=—,0=11m .
—@=lim| ‘
n—oo! "

Dezvoltari in serie Taylor.
Fie f(z) o functie olomorfa intr-un domeniu D si a un punct interior lui
D. Consideram un cerc (C) cu centrul in punctul a si de razd r situat in
domeniul de olomorfie (figura)
A

Y|

X

0
Vom nota cu z un punct intetior cercului (C) si, si cu u un punct oarecare de
pe (C), |u—a|=r . Conform formulei lui Cauchy putem scrie:

2)  f(o)= L j Mdu .Observam ca :
2myu—z

n n+l
(3) 1 _ 1 . 1 _ 1 l+Z_a+...+ z—a N z—a 1
u—-z u—a 1-=% wu-—a u—a u—a u—a |

u—a

Inlocuind relatia (3) in (2), vom obtine:

4)
1o f) z—a¢ f(u) (z-a)" ¢ f(w)
f(z)—zmlu_adu+ — l(u_a)zdu+...+ o l(u—a)"“d“R”
unde
() RGOS
"2 lw-a)lw-a)-(z-a)]
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Tinﬁnd seama de expresia derivatelor unei functii olomorfe,

S (@)= _[ S (u)),m egalitatea (4) devine:
(6) o=@+ L0 aye L@ gy g,
Notand M =sup|f(z)|, obtlnem pentru termenul complementar R, :
Py O <o) 1 e
21 tu—d" r—p| 27

n+l
adica |R, |< Mr (ﬁj .Cum £ <1 rezultd limR, =0 st din (6) obtinem:
—-p \r

0 (n)
(7) @=L Day

r n—x0

care reprezintd dezvoltarea in serie Taylor a functiei olomorfe f(z) .
12. Seria lui Laurent. Puncte singulare.
Fie f(z) o functie olomorf intr-o coroana circulara D ={r, <|z—d|<r | :

y )

A

a

Vom nota cu y, si y, cercurile ce delimiteazd coroana circulara D.
Ne propunem sa gasim pentru functia f(z) o reprezentare sub forma de serie
dupa puterile lui z-a. Dezvoltarea gasita se va numi dezvoltarea functiei f(z)
in serie Laurent in coroana circulard D. Aceasta ne va conduce la o
generalizare a seriilor de puteri, ajungandu-se la serii bilaterale, cu ocazia
carora se va introduce si notiunea de reziduu.

Fie z un punct interior coroanei D. Atunci conform formulei integrale
a lut Cauchy pentru domeniile dublu conexe, pentru valoarea functiei f(z)
avem expresia:

(1) /()= j Jod_ L[,
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Punctul z fiind interior cercului(y,) , procedand ca si in cazul seriei
Taylor, prima integrala din (1) se poate scrie sub forma unei serii Taylor:

L fmdv & B "
(2) Tmlﬁ_g;‘c"(z a)
unde:
f(v)dv
(3) €= j g € 012...}.

A doua integrald din (1) se poate scrie sub forma

I S 2mf Lot I L (”) N =

My u—z (z—a)—(u- a) 27 o | —u=a

Notand cu u un punct oarecare de pe cercul (y,) si p=

, avem

u—a
z—a

Deci:
@) —%j ! (f)d“=”2+l _1 . J o) du s, unde

k=1

=2<«]1.
P

) = j S - du

Aplicand proprletatea modulului integralei in complex si notand
M =sup|f(z)| ,obtinem:

Z€Y>
n+l
r. r
IR,|<M [—2J 2.
P PN

Deoarece ‘2 <1, rezultd limR =0 si astfel relatia (4) devine:
p n—»0

1 ¢ fwdu < o
2_'[ zZ—u zzc—n(z_a) ’unde

n=1

(6) c,= %m;[f(u)(u —a)"'du .

Inlocuind expresiile (2) si (6) in (1), obtinem pentru functia f(z) in coroana
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circulara D urmatoarea dezvoltare:
o0 -1 o0
(7)) f@=Dc(z-a)"=Dc(z-a)"+).c,(z—a)",
n=—o0 n=—ow n=0
unde

8) ¢, =~ [ fu-ay dunez,
27 9
iar () este un cerc oarecare cu centrul in punctul aside razar (r, <r<r).

-1 o0
Seriile ) c,(z—a)",> c,(z—a)"se numesc respectiv partea principald si

n=—oo n=0

partea tayloriana a seriei Laurent.

Puncte singulare.

Definitia 1. Fie f(z) o functie definitd in domeniul D si @ un punct
apartinand domeniului D. Spunem ca punctul a € Deste un punct ordinar al
functiei f(z), daca exista o vecinatate V a punctului a inclusa in D , unde (z)
se poate dezvolta in serie Taylor, deci putem scrie:

9) f(z)=icn(z—a)”,zchD .

Un punct care nu este punct ordinar pentru functia f(z) se numeste punct
singular.
Un punct ae Deste un zero multiplu de ordinul m al functiei f(z), daca exista
un cerc cu centrul in punctul a inclus in D astfel incét:

(10) f(e)=(z-a)"[c, +c,, (z—a)+...],¢c, #0.

Propozitia 1. Zerourile unei functii olomorfe intr-un domeniu sunt
puncte izolate.

Definitia 2. Un punct a € D este un pol al functiei f(z), daca exista un
cerc cu centrul in punctul a, inclus in domeniul D, in care functia f(z) poate
fi scrisd sub forma unei serii Laurent cu un numar finit de puteri negative a
lui z-a, adica:

(11) f(2)=

c c =
St A+ ¢, (z—a)" .
(Z_a) z—a n=0

Numarul m reprezinta ordinul polului z = a al functiei {(z).

Un punct singular care nu este pol pentru o functie se numeste un
punct singular esential.

Observam ca daca a este un punct singular izolat pentru functia f(z),
atunci exista coroana circularda A={0<lz- al<r} in care f(z) are o dezvoltare
in serie Laurent cu o infinitate de termeni cu puteri negative ale lui z-a. Deci,
in acest caz putem scrie seria Laurent:
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f@)= e (z-a)

partea principala a seriei Laurent avand un numar infint de termeni.
O functie f(z) care intr-un domeniu D nu are decat puncte ordinare sau
poli se numeste functie meromorfa in D.
Proporzitia 2. Daca (z) este o functie rationald ireductibild f(z) =

P(z)
0(2) 2

atunci zerourile de ordinul m a lui Q(z) sunt poli de ordinul m pentru functia

f(z).

13. Reziduu. Teorema reziduurilor. Exemplu.

Fie z = a un pol sau un punct singular esential izolat al functiei f(z). In
coroana circulard e<|z—d/<R, cu &>0, arbitrar de mic, functia f(z) este

olomorfa. Fie I', un cerc cu centrul in a si de razd p, continut Tn aceasta
coroana circulara, ¢ < p < R, (figura)

O curbd inchisa simpld (C) continutd in coroana circulard poate
inconjura sau nu punctul a. In primul caz, C este echivalenta cu I' si avem:

[ fe)z=[f (2 .

In al doilea caz, integrala pe C este nula.
Definitie. Prin reziduul functiei f(z) relativ la polul sau punctul
singular esential izolat z = a, notat rez f(a) intelegem:

1
(1) rezf (a) = l f(2)dz.

Reziduul unei functii f(z) relativ la a se poate obtine intotdeauna din
dezvoltarea 1n seria Laurent in jurul punctului a. Obtinem :
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(2) rezf(a) =c,

unde c, este coeficientul lui din dezvoltarea in serie Laurent a

zZ—a
functiei f(z) in jurul punctului a.

Metode de calcul a reziduului unei functii.

Fie a un pol al functiei f(z) si p ordinul sdu de multiplicitate. Atunci functia
@(z) =(z—a)” f(z)are in z = a un punct ordinar si ¢(a) = 0. Tinand seama de
aceasta, (1) devine:

rezf (a) = Ljﬂdz

2miy (z—a)”

sau, tinand seama de modul de calcul a derivatelor:

” — 1 (p-1)
rezf (a) -11? (a),p>1.

Inlocuind pe ¢(z) cu expresia sa, obtinem urmitoarele formule de calcul a

reziduului:
1) daca z = a este un pol multiplu de ordinul p al functiei f(z)

atunci:
- _ 1 Z—a)’ - ()] -
3) rezf(a) T _1)![( a)’ - L7
2) dacd z = a este un pol simplu,
4) rezf(a) =[(z-a) f(2)]., -

Dacd f(z)= % si daci f(z) are pe a un pol simplu atunci h(a) = 0. In acest

caz:

_8(a)
®)) rezf (a) = @

Teorema reziduurilor. Exemplu.

Fie f(z) o functie olomorfa intr-un domeniu D si C o curbd inchisa, simpla
continuta in D. Sd notdm cu A domeniul marginit care are frontiera C.
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Daca A c D, adica daca in A nu exista singularitati ale functiei f(z), in
virtutea teoremei lui Cauchy j f(2)dz=0.
C

Sa presupunem acum ca in A se afla un numar finit de singularitati ale
functiei f(z), poli sau puncte singulare esentiale a,,q,,...,a, (figura).

v

Aceste singularitati sunt evident izolate.
Pentru fiecare punct ¢, vom considera un cerc I', cu

centrul in @, $i curaza p, suficient de mica, astfel ca in interiorul lui sd nu
mai existe o alta singularitate a functiei f(z) diferita de. a,
Daca p,,p,,...,p, sunt suficient de mici, cercurile T,,T,,..., I, nu au

puncte comune si sunt continute in A. Aplicand teorema lui Cauchy pentru
domenii multiplu conexe,

[ f)z = [ £z + [ f(2)dz + ot [ F(2)d

Tinand seama ca j f(2)dz =27irezf (a, ),k € {1,2,...,n} , obtinem o teorema

importanta prin aplicatiile sale:

Teorema reziduurilor (Cauchy). Daca in interiorul domeniului
marginit de curba C functia f(z) are un numar finit de singularitati,

a,,a,,..,a, ,polisau puncte singulare esentiale, atunci:
(6) [ f(2)dz =22y rezf (a,).
C k=1
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Observam ca in fond teorema reziduurilor este o traducere convenabild a
teoremei lui Cauchy pentru domenii multiplu conexe folosind notiunea de
reziduu. Utilitatea sa constd in faptul cd pentru calculul reziduurilor avem
mijloace relativ simple.

Exemplu. Sa se calculeze integrala:
2 2

1+
ILdz unde C este elipsa TJF% =1.
In interiorul domemulm marginit de (C) sunt doud singularitati ale

l+sin”%

functier f(z)= , $1 anume z=-1 pol simplu si z=0 punct singular

esential izolat. Folosind teorema reziduurilor avem:
I =2ni[rezf (=1) + rezf (0)] .
Observam ca:
rezf (=) =[(z+ 1) f(2)].., = +sin%)__, =1.
Pentru a calcula reziduul relativ la punctul singular esential z=0, vom
dezvolta pe f(z) in serie Laurent in jurul acestui punct:

f(z)—%(1+sm”) (l-z+z' -z +.)- (1+F-;—%-’j—;+...)

valabild pentru 0<|z/<1. Din produsul celor doud serii retinem numai
coeficientul lui 1

72'3 7Z'5 .
r@ﬂm—cl—ﬂ—grﬁg— .=sinz =0.
Rezulta 7=2m.
Reziduul unei functii relativ la punctul de la infinit.

Sa presupunem ca punctul de la infinit z =0 este un pol sau punct

singular esential al functiei f(z). Notand cu z _ L1 rezultd ci u = 0 este un

u
pol; in vecinatatea originii putem scrie seria Laurent:
1 C C
T Bl L e e +eu+c,u’ +..
u u11 u
adica
C C
(7) f(Z):...C_m +"'+C—IZ+C() +_1+_§+.”

z z
valabila in coroana circulard A = {R < 7| < oof.

Prin definitie coeficientul ¢, din (7) se numeste reziduul functiei f(z)
relativ la punctul dela o:

=rez[ f(2)]... -
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Notand cu (C) o curba inchisa ce contine originea si parcursa in sens
indirect, obtinem tindnd seama de notiunea de reziduu

®) el =[G
a C
Din (6) si (8) deducem usor egalitatea:
9) i rezf(a,)+rez[ f(z)],_, =0.

14. Aplicatii ale teoremei reziduurilor.
Teorema semireziduurilor. Exemple.

In cele ce urmeaza vom da cateva clase de integrale ce pot fi calculate
folosind teorema reziduurilor.

In cazul cand integrala care trebuie calculati nu este o integrala pe o
curbd inchisa, arcul de curba pe care se integreaza trebuie completat printr-
un alt arc de curba convenabil ales. De obicei aceastd completare se face
prin arce de cerc sau drepte.

Integralele care apar se calculeaza folosind urmatoarea

Lema (Jordan)

1. Dacd |ym((z-a)f(z)=0 si (C) este un arc de cerc de pe cercul

z—a

|z—a| =R, astfel incat a <arg(z-a) < B, atunci

lim | f(z)dz =0.

R—0 C

2. Daca
lim|(z-a)f(z)|=0 atunci

R—x©

lim |/ (z)dz=o0.

R C

I. Calculul integralelor de forma:

+j:o@a’x unde P este ireductibila.
2,0(x) O(x)

Pentru ca integrala sa existe si sa fie convergenta vom presupune ca

.....

este mai mare decat gradul lui P(x) cu cel putin doua unitéti. Consideram
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functia complexad f(z) = % unde radacinile z,z, ,...,z, ale polinomului
z
Q(z) situate in planul complex deasupra axei reale, vor fi poli pentru functia

f(z). Ducem un semicerc (I') de razd R si cu centrul 1n origine, situat
deasupra axei reale (figura) care cuprinde toti polii functiei f(z):

Notdm cu (C) = (') U[-R, R] parcursa in sens direct. Aplicand teorema
reziduurilor obtinem:

(1) JSEZ +_‘L§E ; ZMZrezf(z) ez,

Deoarece  |jmz-f(z)=0 avem hmj' SEZ; dz=0. Cu acestea, trecand la
B Ro» T z

limita cand R — « in (1) obtinem:

(2) _J;Jgix; dx = 27212 rezf (2)| ..,

unde membrul drept reprezinta suma reziduurilor functiei P(z)/Q(z) relativ la
polii situati deasupra axei reale.
2z
II. Calculul integralelor de forma: _[R(siné?, cos®)dd unde R este
0

rationald. Daca se face schimbarea de variabila z=¢", cand 6 parcurge
intervalul [0,27], z descrie cercul |z/=1 o data si numai o data, in sens direct.

Folosim formulele lui Euler:
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sin & =l(z—lj,cos9 =l[z +lj
2i z 2 z

Din relatia dz = ie’”d6 rezulta do = _ldz Integrala devine: I = le (z)dz
1z
‘z‘:l

dupa care aplicam teorema reziduurilor pentru calculul integralei pe |z[=1 .

Exemplu. Sa se calculeze: [ = I % :
+ 4S81n

0
Cu substitutia z = ¢, integrala devine:
I J' 1 .%‘[ _ : dz ,
5+2(z-1) iz 227 +5iz =2

9
‘z‘=l

2|
Functia de sub semnul integrala are polii simplii z, = —é,zz = -2i, dintre care
numai primul este interiorul cercului |z/=1. Reziduul relativ la acest punct

este: rezf (z)

:i, si deci [=2%.
3i 3

-1
=73

Teorema semireziduurilor .Exemplu.
Fie (C) o curbd inchisa neteda pe portiuni ce cuprinde in interior un
numar finit de puncte singulare izolate z,,z,,...,z, ale functiei f(z) :

\D
*Zn

%z (3>9

Kq z, (T

e

N ad

0 / X

v

Daca pe curba (C) se afla punctul z,, pol al functiei f(z) si in z, curba
(C) are tangenta unica, atunci:

B)  [f@)z=2mY rezf )+ 7i-red fD)]..,

Demonstratie. Fie (I') un cerc cu centrul in punctul z, si de raza R.
Conform teoremei reziduurilor putem scrie relatiile:




4) I f(z)dz + I f(2)dz = 27212 rezf (z,)

Z=zy

c\op PAO
j f(2)dz + j f(2)dz = ZmZFezf(zk) . +2m2rezf(zk) -

c\oP PBO

f(z)— +c,te(z—z))+...+c,(z—z,))" +..

— 2
Observam ca:

(5)lnn{ff@%k+ffﬁmk}—o(hnlff&k&— —em, [f@)dz=c 7).

R—0 R—0 PAQ PBO

PAQ PBO
Pentru R — 0 integralele din seria Tayloriand sunt nule.
Adunand relatiile (4) si trecand la limita (R — 0), in baza relatiei (5)
obtinem formula (3).
Observatie. In general, teorema semireziduurilor, poate fi scrisa sub forma:

If(z)dz = 272'l'i rezf(z)| ... + mi rezf (z)

z=a;

unde z,,k=1p §i «a;,j=1,m reprezintd respectiv punctele singulare din
interiorul lui (C) si de pe curba (C) ale functiei f(z).
dz

Exemplu. Sa se calculeze integrala: I =
z(z—-1)

z‘l

Functia are polii simplii z =0 si z = 1 Cercul (I') de ecuatie |z|=1
trece prin polul z = 1.

Aplicand teorema semireziduurilor, obtingm:

Avem: rezf(z)

0 =lim7 ()= =limlG-D/@)1=1.

z—0 z—l
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Deci: [ =-m.

15. Functii elementare.

a) Functia radical: f(z)=Az.
Fie z=p- e obtinem pentru f(z) douad valori:
(1) fi@=Ap-e" filz)=—p-e"
Deci functia radical este o functie multiforma. Functiile f, si f, se
numesc ramurile functiei f(z).
Fie M,(z,)s1 M(z) doud puncte din planul complex (w) (figura) avand
respectiv argumentele 6, si 6.

Daca punctul z descrie arcul M M fara sa inconjoare originea, atunci
argumentul lui variaza de la ¢,1a @, iar valorile functiilor si in punctul M(z)
vor fi:

fi@) =Alp-e fy==p-e?.

/C'

Daca punctul z descrie un arc ce uneste pe M, cu M Inconjurand originea,
atunci argumentul lui variaza de la 6, la 9, + 2. Valorile functiilor f, si f,
in punctul M(z) vor fi:
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f@=Ape " =—fp-e? = 1,(2)

@) .
fz*(Z) _ _\/;'ei(9+27r)/2 _ \/;_6’5 _ .fl(z)

Deci valorile functiilor £, si f, se schimba cand punctul z descrie un
arc ce Inconjoara originea. Din acest motiv punctul z = 0 se numeste punct
de ramificatie sau punct critic al functiei multiforme f(z)=+/z.

Daca in planul complex efectudm o taieturd dupd o semidreapta ce
pleaca din origine, atunci argumentul punctului poate lua valori numai intre
0 si 2z, deoarece z nu mai poate descrie arcul care sa inconjoare originea.
Prin taietura facutd functiile multiforme f,(z) si f,(z) devin functii
uniforme.

Functia f(z) =%z . este o functie multiformi, avand n ramuri:

fon(@)=8[p- @2k e{012,.,n-1].
Punctul z = 0 este punctul de ramificatie sau punct critic al functiei
f(z). Prin efectuarea unei taieturi in planul complex printr-o semidreapta ce
pleaca din origine functiile £, (z) devin uniforme.
b) Functia exponentiala si functia logaritmica.
Definim functia exponentiald ¢ prin:
3) e’ :lim[l-'_%j =e"(cos y +isin y)

n—>x0

Aceasta este o functie olomorfa in tot planul C.

Functia ¢ 1a orice valoare din planul complex in afard de 0. Fie
w=p-e?, p#0. Sa determinam pe z astfel incat: e* =w=p-e’ . Scriind
z =X+ 1y, obtinem e* = p,e.” =", de unde:

(4) x=lnp sl y=0+2kn,keZ.
Solutia generala a ecuatiei ¢’ =w se numeste logaritmul lui w, se
noteaza Ln w si are expresia:
(5) Lnw=Ip+i@+2kn)
sau
(6) Ln w = In|w|+ i(argw+ 2kx)
unde arg w este argumentul principal al lui w. Pentru k = 0, obtinem
Lnw=Injw|+iargw care se numeste valoarea principald a lui Ln w si se

noteaza In w. Deci:

(7) Inw =1Injw|+iargw.

Considerand pe w variabil punand in (6) in locul lui w pe z, obtinem
functia logaritmica:
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(8) Ln z =1In|z|+i(argz + 2kx)

iar pentru k = 0 valoarea principala
9) Inz=In|z|+iargz.

Functia logaritmica este o functie multiformd avind o infinitate de
ramuri. Aceste ramuri devin functii uniforme daca efectudm o taietura dupa
o semidreapta ce pleaca din origine.

c) Functia f(z)=z%.Daca z #0, atunci:
(10) L% pdln _ palnz  2midk
In raport cu « . distingem trei cazuri:

l.aeZ, deducem e =1 si din (10) z* =¢*"* este o functie
uniforma in tot planul complex.

2. aeQ,a=% p,q intregi, prime intre ele, ¢=0. Obtinem functia

multiforma 2% =4/z* care are q ramuri si z = 0 punct de ramificatie.
3. aeC, functia f(z)=z"este o functie multiforma cu o infinitate de
ramuri.
d) Functii circulare si inversele lor. Functii hiperbolice.
Functiile circulare sin z, cos z prin definitie sunt date de relatiile:

iz —iz iz —iz
. e —e e +e
(11) smz:T,cosz=T .
1

Deoarece e” are perioada 27z, sin z si cos z au perioada 2z . Dezvoltarea in
serie de puteri este:

3 2n-1
Sinz=z— 4. . +(-1)" 24
3! 2n-1)!
(12) si
ZZ ZZn
cosz=1l——+...+(-1)" +...
2! (2n)!

Functia tg z se defineste astfel:
(13) tgz=smz =1'ej"z—l
cosz Qe +1
si are perioada 7.
Functia w = {(z), definita de
(14) COSW=Z
se numeste arccos si se noteazd:w =Arccos z. Din (11) si (14) obtinem:

e™ =z+iV1-z* gideci:
(15) Arccos z =1'Ln(zii\/1—zz)
i
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Functia
(16) arccosz=lln(ziiVl—zz)
1
se numeste determinarea principald a functiei multiforme Arccos z. Functia
(15) are o infinitate de ramuri si doua puncte critice z=+1. Aceste ramuri

devin functii uniforme, daca efectudm in planul complex doua taieturi de
forma:

yA

Functia w = Arcsin z este definita de ecuatia sin w = z. Obtinem:

(17) Arcsinz:l_Ln(iZi\/l—zz)
i
Functia
(18) Arcsinz:l.ln(izixll—zz)
i

se numeste determinarea principald a lui Arcsin z. Putem scrie:

2k + i
(19) Arcsinz={ o aesinE

(27 + 1)k —arcsinz

Functia w = Arctg z se defineste prin ecuatia tg w = z, de unde
11—z
i+z
avand o infinitate de ramuri si ca puncte critice pe +i.

) I—z . ; !
e’ =—"z#+i deci Arctgz = —,ln(

' care este o functie multiforma
i+z 2i

Determinarea principald a lui Arctg z este :
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I i+z

(20) arctgz = %ln(i — Z) .

Functiile hiperbolice sh z si ch z se definesc prin formulele:

z -z z

(21) shz=%"¢ chz=¢"*¢
2 2

-z

De aici observam ca: cos iz=ch z, sin iz=i1 sh z,ch*z-sh’z=1 . Aceste
functii hiperbolice ca si e sunt functii periodice de perioada 2r1.

16. Probleme propuse.

1. Sa se studieze seriile urmatoare:

9> b)Y o YO

(2i)" =

2. Sa se calculeze:

j3+2ﬂ
1-it

dt.

0

3. Sa se determine functia olomorfa f(z) = u(x,y) + iv(x,y) cand:

a) u(x,y)=In(x*+y°), f()=0;R:(f(2)=2Inz); ;

_ sh2y ) _1n. o -
b) V(x’y)_cos2x+ch2y’f(4j LR:(f(2)=1tg2);

C)  u(x,y)=p(x++x*+1*),£(0)=0,f (1) = % ;0 derivabila
R:(f(2)=+z).
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4. Sa se studieze transformarea conforma:

j si sa se afle imaginea cercului |z|=1 din planul (z).

z+1 ?
W:
z—1

5. Sa se dezvolte in serie Laurent functia:

f(z):222—+3 in domeniile: a) |z|<1; b) 1<|z[<2; ¢) |7]>2.
z°—=3z+2
6. Sa se calculeze : I f 1alz,unde(C) Ax? 4yt =4 .
z' +

C

7. Folosind teorema reziduurilor sa se calculeze:

b)

dz ;
z(1-2)

‘z‘:l

J.(l)cz—zzl),unde(f:xz +y2 =2x+2y. ;
C z— z" +

I zdz ,undeC : |z| =3..

“(z— 1)(Z2 +4)

81



8. Sa se calculeze integralele:

a) jxdx;

~ cosbxdx,a>0,be R (integrala lui Poisson);

oy
A

S =8
Q

T xsinx . T XxXcosx )
©) Il:'[xz—6x+13dx o Iz:jx2—6x+l3dx,

T do _
* (5+4cosf)”’
i cosné

c
) J‘1—2acos¢9+a

0

2a’@,a>1,neN*.

9. Sa se calculeze :

a) z=i' ;

b) z=sh(d-i).
10. Sa se rezolve ecuatiile:

a) sinz=2 3

b _ .
) 18z s

C) ch z —sh z=1.
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CAPITOLUL II1

FUNCTII SPECIALE

1. Sisteme de functii ortogonale. Polinoamele lui L.aguerre.
Polinoamele lui Cebisev.

Fie ( f,(x)),.y € L’(©),Q < R”, un sistem de functii (reale sau complexe) de
patrat integrabil pe Q.

Definitie. Sistemul de functii {f,},_, este un sistem ortogonal pe Qc R’ ,
daca:
O,m#n

(fon )= j Sn(X) [, (x)dx = {

Daca pentru orice ne N avem C, =1, atunci sistemul de functii ( 7,(x)),.,

C,>0,m=n

se numeste ortonormat.
Propozitia 1. Fie { f,(x)},., un sistem ortogonal de functii dinZ*(Q) .

Atunci sistemul de functii {M} este un sistem ortonormat de functii din
AN
L*(Q).
Propozitia 2. Sistemul trigonometric:
(1) Lcos™.sin”.cos>™ sin ™. cos™™ sin " .. este un sistem ortogonal pe

intervalul (-1,1) si (fu(x) fu(x))= jf 2 () 1, (x)dx = {?m “" unde £, (x) este un element
’, ,m=n

oarecare al sirului (1) ke N.
Demonstratie. Pentru oricene N* , avem:
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De asemenea, pentru orice m,n intregi, m=n, avem:
1 1
J-cos?cos "dx = J-[cos(n +m) = +cos(n—m) T dx =0 etc.

—l —/
Formulele de mai sus, aratd ca sistemul (1) este un sistem ortogonal pe

intervalul (-,) .
Normalizand (1) obtinem sirul fundamental ortonormat:

1 1 1 Zm 1 - 2m 1 nm

s o
_COS—,_SIHT

o) o cos® . —— ——sin 2%
(2) T ﬁcosl \ﬁs \/_ \/_sm A
Efectuand schimbarea de variabild ™ i t, sistemul (1) devine :

(3) l,cost,sint, cos 2t, sin 2t, ... , cos nt, sin nt, ... .

Normalizénd sistemul trigonometric (3), obtinem sistemul ortonormat :

(4) —=cost,_sint, Tsm 2, Tcos 2, Tcos nt, Tsm nt..

N

Definitie. Fie { f,(x)},., un sistem de functii de patrat integrabil pe Q si
p(x) o functie reala de patrat integrabil pe Q . Sistemul de functii { £, (x) },., este

ortogonal cu ponderea p(x) pe Q, daca :

- 0,
(/) PG 1, D) = [ p() £, (0) £, ()l = { .

m#n

>0m=n
Exemplu.

Polinoamele lui Laguerre.
Numim polinom Laguerre polinomul definit prin relatia:

(5)  La®)=e" L (e ne 0l
dx"

unde x>0 .
Polinoamele lui Laguerre reprezintd un sistem ortogonal de functii cu

ponderea p(x)=e™ pe intervalul (0,) si
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0

(L,(x),e"L, (x)= J-e’an (x)L,, (x)dx = {0, pentru,n = m;(n')*, pentru,n = m}.

0

Polinoamele lui Laguerre verifica ecuatia diferentiala: xy" +(1-x)y +ny =0 si
L(x)= l'e" %(x”ex) formeazd wun sir ortonormat cu ponderea e pe
n! X

intervalul (0, ).
In mod analog se arati cd polinoamele lui  Cebasev

T (x)= %cos(narccosx),ne{O,l,Z,...}sunt polinoame ortogonale cu ponderea

p(x) = 1/\/1 —x*> pe intervalul (-1,1); ele verifica ecuatia (1-x%)y —xy +n’y=0
precum si relatia de recurenta:
T, .(x)=2xT,(x)+7T, ,(x)=0,ne{l,2,..}. .

2. Functiile lui Euler.

Numim functia lui Euler de speta 11, sau functia gama, functia complexar(z)
definitd de integrala:

(1) r(z)zjt“e*fdt, z=x+iy,x >0,
0

Observam ca putem scrie:

1 0
T(z)=[¢e de+[t" e dt .
0 1

Pentru a arata convergenta integralei improprii observam ca:
1 1 1
< je" 77 dt = J.e_ttx_l ¢” ‘dt - J'e‘tt”“ldt,a >0

a a a

1
I et dt

a

i

(

=1).

Pentru 0<t<1,e"'<1 si obtinem:
1
[eedr

a

a
,a>0,x>0.
X

1
< It)‘*ldt =

: .1 - . : .
Pentru,a— 0 membrul al doilea devine — ceea ce arata ca integrala improprie
X

1
I t*'e”'dt este convergenta pentru x>0 .
0
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Pentru a doua integrald improprie It“e”dt observam  ca,
1

b
J-e_ttz_ldt

1

b
< J-e_’tx_ldt,b >1 care este convergenta (criteriul integral a lui  Cauchy)
1

x-1

deoarece serlaZu u, =

no

si integrala Ie”t""dt au aceeasi natura
1

( I f(x)dx convergenti<> seria ) f(n)este convergentd , f(x)=e't*").
1 1
(D _u, este convergenta(criteriul raportului)). Deci I'(z) este convergenta.

Propozitie. Functia T'(z) verifica ecuatia functionala
(2) I'(z+1)=zI'(z).
Intr-adevir, integrand prin parti, obtinem:

. + ZJ.efttHdt = zI(2),

0

I(z+1)=— Itzd(e”) =t
0

deci ecuatia (2). Scriind formula (2) pentruz € {z,z+1,z+2,...,z+n} $1 apoi Inmultind
relatiile astfel obtinute gasim:
3) IFr'z+n+l)=z(z+1)..(z+n)I(2) .
Pentru z =1 avem:
C(n+2)=(n+1)!T(1) sideoarece I'(1)=1
obtinem:
4) IT'(n+1)=n!.
Datorita proprietatilor(3) si (4) functia I' se mai numeste functie factorial.
Daca x e R, graficul functiei I'(x)este:

A

y

v
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(T'(x)= _[ et '(Int)’dt >0 deci I'(x) este o functie convexa). Functia T'(z) are
0

proprietatea:

&) I'z) - T-2z)=

sSin 7zz
numita ecuatia complementelor. Intre valorile importante ale functiei I'(z) avem:

1) Fe” T
F(EJ:E[%dt=2}[e du=+r .

Inlocuind variabila de integrare t cu t* in formula (1) obtinem:
(6) [(z)= 2Te_’t22_ldt :
Numim functia lui Euleif de speta I functia definita prin relatia:
(7) B(p,q) = j'zpl (1-1)""dt, Rep>0, Req>0.
Functia B(p,q)este simetrigé in raport cu p si q adicadB(p,q) = B(q,p). Are loc

urmatoarea:
Teoremd. Functia lui Euler de speta I, B(p,q) verifica relatia:

®) B(p,q) = M Rep>0, Reg>0.
I'(p+q)

Demonstratie
Folosind formula (6) pentru functia, I'(z) putem scrie:

I'(p)l'(q) = 4jJ.ef(uzwz)uz”*lvz"’ldudv i
00
Trecand de la coordonatele polare u = pcos8,v = psind obtinem:

7/2
[(p) T(q) = 4[[e p** cos®™ Osin®" dpd@ = 2T (p +q) [ cos™ ' Osin*' 416 .
0
pZQOSGS%
Pe de alta parte, facand substitutia ¢ = cos’ & observam ca

7/2
B(p,q)= 2 J cos’”" @sin**"'ad® . Cu aceasta, relatia de mai sus da formula (8).
0
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3. Functiile Bessel.

Fie v un numar real sau complex. Ecuatia diferentiala:
(1) X’y +xy +(x=v)y=0

se numeste ecuatia lui Bessel.

Definitia 1. Numim functii Bessel sau functii cilindrice solutiilor ecuatiei lui
Bessel. Aceste functii apar la rezolvarea ecuatiilor fizicii matematice, teoria
potentialului, precum si la studiul vibratiilor proprii ale membranelor circulare.
Vom cduta solutia ecuatiei lui Bessel sub forma unei serii de forma:

) y(x)=xf§akxk

unde r §1 q, trebuie astfel determinate ncat seria (2) sa verifice ecuatia lui Bessel

(D).
Din (2) obtinem:

y = iak (k+r)x*!
@ | =

y' =Y a (k+r)k+r—1)x""?
k=0

Inlocuind in ecuatia lui Bessel si simplificand cu x” obtinem:

4) Za,{[(k+r)2 —v?xF :—Zakxk .
k=0 k=0
Prin identificare, obtinem relatiile:
a,(r* =v*)=0,

al[(r+1)2 —vz]:0

)

a,[(r +k) —v]= -a, ,,ke{234,..}
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Presupunand a, #0 (fapt posibil intotdeauna, prin schimbarea indicelui de
sumare) obtinem »* —v* =0,de unde r=v si r=-v.
Cazul 1. Consideram r=v. Din a doua relatie din (5) obtinem «,(2v+1)=0.

Cum coeficientul intervine in ecuatia lui Bessel la patrat, atunci dacd v este real
putem considera v>0 deci 2v+1#0 de unde ¢, =0 . Daca v este complex,

atunci evident 2v+1#0 i a, =0 . In concluzie, putem considera a, =0
intotdeauna . Din relatia de recurenta,

a,[(v+k)—=v]=-a,, (k=>3)obtinem:

(6) a,=a,=a;=..=d,, =..=0,ke{0,L23,..}.
Deci toti coeficientii de indici impari ai seriei (2) sunt 0. Pentru coeficientii de
ordin par, considerand k=2n, avem:

(7) a,, (4n® +4nv) =—a,, ,,ne{l,2.3,.},
sau

(8) dn(n+v)a,, = -a,, ,, ne{l,23,.}.

Facand pe n din (8) 1,2,...,n si inmultind termen cu termen aceste egalitati,
obtinem:

) . - (=D"a,
MM v+ D)(v+2)(vEn)

Deoarece I'(z+n+1)=z(z+1)..(z+n)[(z) $1 I'(z+1)=zI[(z) observam ca:

-D"a, L (v+1)
10 = 0
( ) P2 2% nlT'(v+n+1) ’

Deoarece «, este arbitrar, consideram ca «,'(v+1)=2" si astfel pentru

ne{0,1,2,..}.

solutia ecuatiei lui Bessel gasim:

an =25 E (X))
2) onlFv+n+1)\ 2

Cu ajutorul criteriului lui D" Alembert se verifica imediat cd seria de puteri
(11) are raza de convergenta infinita.

Definitia 2. Functia definitd de (11) se numeste functia lui Bessel de speta I
si de ordin (indice) v si se noteaza I, (x)Deci:

Y& (=) x )

(12) ]V(x)_(Ej gn!r(v+n+1)[§j

Cazul 2. Consideram r=-v . Daca v#n ,ne{1,2,3,...}, deci v nu este numar
intreg s1 pozitiv atunci toti coeficientii de ordin impar sunt nuli, iar cei de ordin par
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se obtin din (9) inlocuind pe v cu —v . Luind pentru valoarea,a,['(-v +1)=2"
obtinem pentru ecuatia (1) a lui Bessel solutia:

(Y ey (X))
(13) I‘V(X)_(zj Zn!r(—v+n+1)\2j v

n=0

Ca s1 in cazul precedent se arata ca seria (13) este convergenta pentru orice X.
Cele doud solutii sunt liniar independente. In consecints, solutia generald a
ecuatiei lui Bessel va fi:

(14) y(x)=CJI,(x)+C,I_(x), v#n.

Functii Bessel de indice intreg pozitiv. Pentru v=p numadr intreg (p>1)
obtinem:

(x)'e e (2
(15) Ip(x)_(zj %nlr(—p+n+1)k2j
Si [—p(x):(_l)p]p(x) ’

Definitia 3. Numim functia lui Bessel de speta Il sau functia lui Neumann de
ordinul v functia definita prin relatia:
-1/
(16) N,(x)= coswzlv‘(x) LX) .
S vw
fiind numar Intreg. Functia N, (x)este solutie a ecuatiei lui Bessel.

4. Polinoame Hermite. Relatia de recurenta. Ecuatia diferentiala.

Proprietati.
Functia generatoare.

Aceste polinoame apar la studiul oscilatorului armonic liniar in mecanica
cuantica.
Definitie. Numim polinom Hermite polinomul definit prin relatia:

(1) H (x)=(-1)"¢" ;L{ej ne{0123,.).

Pentru »n € {0,1,2,3} gasim:

Hy(x)=1,H,(x)=2x, H,(x)="4x>—2,H,(x)=8x"—12x.
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Observam cad grad H,(x). Daca n este impar, atunci polinomul #, contine

numai termeni cu puteri impare ale lui x, iar pentru n par H ,(x) contine numai
termeni cu puteri pare ale lui x.

Notimu(x)=e™ . Avem u =-2xe ™ si aplicind formula lui Leibniz de
derivare, obtinem:
1™ (x) = (_ 2xe ™ )(’”“ = 2]+ ™ (x) + xu"" (x)],de unde

(2) " (x) + 2xu" P (x) + 2(n+ Du (x) =0
Inmultind relatia (2) cu (-1)"**¢* se obtine formula de recurenta:
A3) H 142(X)-2X H 11 (X)F2(0t 1) H 1(x)=0

Observam ci u™ (x) = (-1)"e™ Hy(x).
Inlocuind aceasta in (2) obtinem ecuatia diferentiala a polinoamelor lui Hermite:
4) y"=2xy"+2ny = 0.

Propozitie. Polinoamele Hermite sunt functii ortogonale cu ponderea
p(x)=e™ pe intervalul (—oo,00) si:

(5) [er H, oH, (e =] "7
¢ n T 2"mNT m=n

Demonstratie. Integrand prin parti obtinem =0 pentru m = n ,si pentru m=n ,

—00

I=2"n!_[e""2dx=2”n!\/;.

Polinoamele lui Hermite se pot obtine din functia generatoare:
(6) f(x,t)= e =t e
Dezvoltand in serie Taylor in raport cu t, obtinem:

M )= S,

unde coeficientii H,(x) ai seriei de puteri (7) reprezintd polinoamele lui Hermite
abstractie facand de un factor de proportionalitate.

Avem: Zl =21 % +2(t-x)f =0 de unde gasim relatia de recurenta (3).
X

5. Polinoame Legendre. Relatia de recurenta.
Ecuatia diferentiala. Proprietati.
Functia generatoare.

Polinoamele lui Legendre intervin in studiul ecuatiei lui Laplace, in teoria
potentialului, etc.
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Definitie. Numim polinom Legendre polinomul definit prin relatia:

1) Le=—T 1]  ne{012,.).
2" n! dx"

Aceastd formuld se mai numeste formula lui Rodrigues. Pentru deducerea
proprietitilor acestor polinoame vom nota u(x)=(x>-1)" . Derivand, avem,
u (x)=2nx(x>-1)"" de unde:

()  (x-Du(x)-2nxu(x)=0.

Derivand relatia (2) de (n+1) ori dupa formula lui Leibniz obtinem:

x> Du™ 2 (x)+2xu™ P (x)-n(n+1)u™(x)=0.

inmuli,:ind aceasta ecuatie cu 1/(2"n!) si tindnd seama ca u™(x) = j_n[(x2 —1)"]
X

relatia de mai sus devine:
3) (x> =DL, (x)+2xL, (x)—n(n+1)L, (x)=0.
Deci polinoamele lui Legendre verificd ecuatia diferentiala:

4) (x> =1y +2xy —n(n+1)y=0.

Polinomele lui Legendre se pot obtine din functia generatoare:

®)) f( p,x) = ;,p e (0,1),x e[-L1].
V1+p> —=2px

Pentru a vedea semnificatia acestei functii vom presupune ca in
punctul M, din spatiu exista o sarcind electricd pozitiva egald, cu unitatea. Aceasta
sarcind creeazd un camp electrostatic a carui valoare intr-un punct M = M, este

E(M)= %,R —MM.

Potentialul cdmpului electrostatic se noteaza cu V(M)=1/R. Notand cu
O originea reperului §i cu x =cos#,0 = £ (OM,OM) obtinem din triunghiul OMMy;:

R=./r* +r’ =2r,rx, unde r=OM, r,=OM,. In consecinta, potentialul corespunzator
0 0 5 5

punctului M va fi:
1 1 r

— - ,p=—xI1
o 1+ p° =2 i’
1 0 P P X 0
V=21, 1 "
— ,p:_0<1
r 1+ p?=2p x r




In ambele cazuri apare functia generatoare f(p,x) a polinoamelor lui
Legendre cu restrictiile xe[-1,1] sipe[0,]] . Considerand pe p suficient de mic
putem dezvolta in serie dupa puterile lui p, obtinand:

=+ (0" ~2p0] =14(0> =200 1) (2}2)(/»2 ~2p) +..=
(6) 0
=1+ px+ ,02(;x2 —%)+ p3(%x3—%x)+ .= XL (x)p"

Polinoamele L, (x) sunt polinoamele lui Legendre.
Luénd, de exemplu, x=1 obtinem:
fLp)=1+p+p° +..
adica L,(1)=1, ne{01,2,..}.
Polinoamele lui Legendre verifica relatia de recurenta:

(7) (n+1)L, ., (x)—Qn+1)xL, (x)+nL,  (x)=0.

Pentru a obtine relatia de recurenta (7) derivam expresia (5) si obtinem:

®) (-2p04p) L= p1f =0,
0

Substituind 1n (8) expresia (6) a lui f, obtinem:

(1=2px+p*)Y nL,(x)p"" +(p—x)Y L, (x)p" =0.
n=1 n=0
Egaland cu zero coeficientul lui p" obtinem (7).

Proporzitie. Polinoamele lui Legendre sunt functii ortogonale pe [-1,1] si

O,m#n

len (X)L, (x)dx = {2 Jomsm=n
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6. Probleme propuse.

1. Sa se calculeze integrala:

I = JOZ sin® xcos* xdx .

2. Sa se calculeze integrala:

»  xdx
12L0+xﬁf

3. Sa se calculeze integrala:

©
J.O 1+);8'

4. Sa se dezvolte in serie de polinoame Legendre functiile:
a)  f(x)=x;
by f=[

5. Sa se integreze ecuatia lui Bessel:
x2y" +xey! Jr(9x2 —%)~y=0 .

94



CAPITOLUL IV

SERII FOURIER

1. Serii Fourier pentru functii. Functii periodice. Transformata periodica.
Dezvoltarea in serie Fourier a unei functii periodice cu perioada 2.

Exemplu.

Functiile periodice constituie una din clasele de functii care datorita
proprietdtilor lor intervin frecvent in diverse probleme teoretice si practice. Un
mijloc de reprezentare si studiu al acestor functii il constituie dezvoltarea in
serie Fourier. In multe cazuri dezvoltarea in serie Fourier este mai convenabila
decat dezvoltarea in serie Taylor.

Termenii unei serii Fourier sunt functii periodice cu care putem descrie
fenomene oscilatorii. O alta calitate a seriilor Fourier este si aceea ca termenii
sdi au proprietatea de ortogonalitate.

Spunem ca functia f:R—T(C=RvC) este o functie periodica de
perioadd T > 0 daca: f(x+7)= f(x),vxeR. Daca T este perioada functiei f(x)
atunci si kT,keZ,” este perioada. Fie supp f =[a,b] . Numim transformata
periodica a functiet f , functia w,f:R—>T, definita prin relatia

f ;(x) =, f(x)= if(“ kT),xe R , . Transformata periodica ;’ =, f(x) este o
k=0

functie periodica de perioada T.

Definitia 1.Prin polinom trigonometric de ordinul n intelegem functia:

(1) Tn(x)=a—2°+zn:(ak cos kx + b, sin kx)
k=1

unde coeficientii  a,,aq,,b, (k € {1,2,..,n}) sunt numere reale.

Observam ca polinomul 7,(x) din (1) este o functie periodicd de perioada
T=2rx.

Definitia 2. Numim serie trigonometrica seria de forma:

) “70 +3 (a, coskx +b, sin kx)

k=1

Daca seria trigonometricd (2) este convergentd , atunci suma ei f(x) va fi o
functie periodicd de perioadd T=2x. Seria trigonometrica s-a obtinut cu ajutorul
sistemului trigonometric fundamental :

3) 1,cos x,sin x, cos 2.x, sin 2x..., COS nx, Sin 7x,...

Acest sistem este un sistem de functii ortogonal si :

Tsin2 kxdx = ]Ecos2 kxdx =7 .

- T
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Fiind data o functie f(x),f:R — R , periodicd cu perioada 2z, se cere sa se
determine conditiile pe care trebuie sa le indeplineascd functia periodica f(x)
astfel incat sa putem construi seria trigonometrica (2) , uniform convergenta pe
[- 7, 7], deci si pe R. In aceste ipoteze putem scrie egalitatea :
(4) () =%°+Z(ak cos kx + b, sin kx)
k=1

Seria fiind uniform convergentda , putem integra termen cu termen si in baza
ortogonalitdtii sistemului (3) gdsim :

(5) a, =L [ fooyax
T

Inmultind seria (4) cu coskx si integrand , obtinem :

If(x)coskxdx =a, jcos kxdx = ma, , de unde:

(6) a, _1 [ f(o)coshordx .
72. -
Procedand analog, prin inmultire cu sinkx, obtinem :
(7) b, = 1 j f(x)sin kxdx .
72- -

Coeficientii a, b, , ke{1,23,..}determinati dupa formulele (6) si (7) se

numesc coeficientii Fourier pentru functia f(x) iar seria trigonometrica (2) cu
acesti coeficienti se numeste seria Fourier a functiei periodice f(x).

Fiind data o functie periodica f cu perioada 2z i integrabild, putem
determina coeficientii Fourier corespunzatori functiei date precum si seria
Fourier atasata lui f (x). Nu putem insd sa scriem egalitatea (4) deoarece nu stim
dacad seria este convergenta si chiar in caz de convergentd , nu stim daca suma ei
este tocmai functia f . Din acest motiv vom scrie :

(8) fx) ~ “—2°+ 3 (a, coskx +b, sin kx) .

k=1

Conditiile suficiente pentru ca o functie periodica cu perioada 2z sa poata

fi reprezentata prin seria Fourier asociata ei , au fost gasite de Dirichlet. Are loc:

Teorema (Conditiile lui Dirichlet). Daca functia f(x) cu perioada 2z este
monotond pe portiuni si marginitd pe intervalul[-z,7z] , atunci seria Fourier
asociatd acestei functii este convergentd in toate punctele. Suma S(x) a seriei
Fourier in fiecare punct de continuitate este egald cu valoarea functiei f in acel
punct. In punctele de discontinuitate , valoarea sumei S(x) este egali cu media
aritmetica a limitelor laterale corespunzatoare punctului de discontinuitate ,
adica:
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_ fc=0)+ f(c+0)
© st

fe=0)=lim 7 (x), f(c+0)=lim f(x) .

x<c x<c

unde )

2
Exemplu. Consideram functia f (x):%,xe[—ﬂ,ﬂ], . Functia periodica

generatd de functia f(x) va fi transformata periodica f cu perioada2z al carei
grafic este :

v

-3z -2 - 0 Vs 2 kY3

Functia f(x) reprezintd restrictia functiei f la intervalul [-7,7].
Conditiile teoremei lui Dirichlet sunt indeplinite, deoarece functia f pe intervalul
[-x, 7] este monotona si este marginita. Aplicand de doud ori integrarea prin parti
obtinem pentru coeficientii Fourier expresiile :

(_l)k 72_2
bk :O,Clk 27,/{9&0,610 :? .

2
. . . o . - X A
Deci seria Fourier corespunzatoare functiei f(x)= vy in intervalul [— zr,zz]

este :

2 2
x° = (=" 7° cosx cos2x
+2
2
k=1

—_—=— coshx =——
4 12 k

+
2 2°
Considerand x =z obtinem suma:
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2.Seria Fourier a functiilor pare sau impare.

Daci functia f(x) este pard sau impard pe[-7,z| atunci dezvoltarea in
serie Fourier a ei se simplifica. Astfel , daca functia f(x) este parad pe[-7,7] ,
atunci f(-x) = f(x) si in consecintd functia f(x)coskx este pard iar functia
f(x)sinkx este impara. Tinand seama de aceasta vom obtine:

b, =l.Tf(x)sinkxdx=0,a0 :l]if(x)dxzzjif(x)dx
T T =, 5

(1) . .
a, :ljf(x)coskxdxzzj.f(x)coskxdx
T Ty

Pentru functiile pare pe [-7,7] seria Fourier va contine numai termeni in
cosinusuri , adicd termenii pari. Deci seria Fourier va avea expresia:

(2) f(x):%’+iak cos kx ,

valabild in punctele de continuitate ale functiei f(x) pe (-z,7). Acest caz a fost

ilustrat prin exempulul din paragraful anterior f(x)=

2
X .
7 care este o functie

pard pe[-7,z]| (axa Oy axi de simetrie).
Daca functia f(x) este impard pe intervalul [-7z,z]|, atunci functia

f(x)coskx este imparda , iar f(x)sinkx este o functie pard. In consecintd
coeficientii seriei Fourier vor fi :

(3) a,=0,a,=0 si b, =3jf(x)sinkxdx .
7[0

Seria Fourier pentru functiile impare va contine numai termenii In
sinusuri, deci :

4) f(x) =ibk sin kx .

3. Dezvoltarea in serie Fourier a functiilor definite pe (-/ ., /). Exemplu.

Vom considera cazul general al dezvoltarii in serie Fourier a unei functii
periodice cu perioada T =2/ (/>0) . Sirul trigonometric fundamental , va fi :

™ . nm . nm
(1) 1,cos—,sin—,...,cOs —,sin —, ...
/ / [ /
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Fie f(x) restrictia functiei periodice f cu perioada T = 2/ pe intervalul (-/, /).

Efectuand schimbarea de variabila x = l—t, functia f (l—tj va fi o functie periodica
T T
It

cu perioada 27z. Restrictia ei la intervalul (-7z,7) va fi functia f (
v

j. Scriind
dezvoltarea 1n serie a functiei f (Z—tj , avem :
T

) f(l—tj =% 1Y (a, cosht + b, sinkt)

T 2 S
valabild in orice punct de continuitate 7eR. Datoritd substitutiei x=1/t/r,
coeficientii Fourier vor avea expresiile:

1+ (It 1 T 15
ay=— j f(;jdtZ;_flf(X)deZY j f(x)dx
3) a, :%:[f(x)coskdex

1
b, = 1] 7 (x)sin Py
T ;
Deci seria Fourier pentru functia f(x) pe intervalul (-/,/) va fi:
4) f(x):a7°+2(ak coskTﬂx+bk sinkTm)
k=1

unde coeficientii sunt dati de formula (3).
Exemplu. Sa scriem seria Fourier corespunzatoare functiei f(x) = x pe
intervalul (-/ , /). Functia f este impara pe (-/ , /) deci seria Fourier va contine

numai termenti in sinus. Avem :
1 1

a; =0,b, = [ xsinkmedx = 2| xsin kredx = (—1)’{“% :
0

-1
Prin urmare, seria Fourier corespunzatoare functiei f(x) va fi :
o 1)\k+l
X = E(Z&sinkﬂx] .
T\ k
Pentru x = %, obtinem suma :

1 1 1 s
l—+———=+...=—.
5 7 4

4. Dezvoltarea in serie Fourier dupa cosinusuri sau sinusuri a unei
functi definite pe intervalul (0 . /). Exemplu.

Fie f(x) o functie definitd pe [0,/]. Deseori este util ca functia f(x) sd se dezvolte
in serie Fourier dupa cosinusuri sau sinusuri . In acest scop functia se
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prelungeste pe intervalul [-/,0] astfel icAt noua functie F(x) sa fie functie para
sau impara pe intervalul [-/,/] , dupd cum dezvoltarea in serie Fourier trebuie sa

fie dupd cosinusuri sau sinusuri. S presupunem ca dorim sa dezvoltam functia
f(x), in serie Fourier dupa cosinusuri (figura):

f(-x) £(x)

b 4

- X 0 X 7

Efectudim prelungirea pard pe intervalul [-7,0], deci luim simetricul

graficului functiei f in raport cu axa ordonatelor. Obtinem astfel o noud functie
F(x) pard pe[-1,/] .

F(x) = {f(—x),x e[-1,0]
S/ (x),x€[0,/]
Daca functia data f(x) indeplineste conditiile lui Dirichlet pe intervalul
[0, / ], atunci noua functie F(x) va Indeplini aceste conditii pe intervalul [-/, ].
Prin urmare, seria Fourier corespunzatoare functiei F(x) va fi :

(1) F(x):a—°+iakcosk—m
2 O [

unde

a, = % j F(x)dx = % j F(x)dx
) K ’ , b, =0.

l l
a, = lJ‘F(x)cosk—ﬂ‘xa?x = 2J‘f()c) cosk—ﬂxdx
19 ! 1Y !
Dezvoltarea (1) are loc in toate punctele de continuitate de pe intervalul

(-, I). In particular, pe intervalul (0, /) obtinem dezvoltarea cdutatdi dupi
cosinusuri :
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3) f(x):a—°+iak cosk—ﬂx ,
2 k=1 Z

valabila in punctele de continuitate din intervalul (0, /).

Analog pentru a obtine dezvoltarea in serie Fourier dupa sinusuri a
functiei f(x) definitd pe [0, /), efectudm o prelungire impard a functiei f pe
intervalul [-/, 0) (figura) :

yA

v

s1 obtinem astfel o noud functie :

- f(=x),x e[-1,0]

Fxy= { F(x).x €[0.]]

Aceasta functie este impara pe intervalul [-/, [] ,graficul ei fiind simetric Tn
raport cu originea sistemului de referintd. Scriind dezvoltarea in serie Fourier
pentru functia impara, vom obtine :

4) F(x)=3 b, sin"T”x
k=1
unde:

]
a, =0,b, = %J‘F(x)sinkdex,sau
=1

) 2 k
b= ! f(x)sinT’“dx
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In particular, in orice punct de continuitate din intervalul (0, /) avem
dezvoltarea dupa sinusuri a functiei date f(x) , anume:

6) £ =30, sinkTm .

Exemplu. Sa dezvoltdm in serie Fourier dupa sinusuri functia f(x)=1-x ,
xe[0, 1). Efectuand o prelungire impara pe intervalul (-1, 0) (I=1) a functiei
date, vom obtine functia:

{— 1-x,xe[-1,0)
F(x)=
I1-x,xe[0,1]
Prin periodicizarea functiei F(x) se obtine graficul :

In consecinta , seria Fourier a functiei considerate va fi 1-x = b, sinkmx
k=1

unde :
1 2
b, =21(1-x)sinkmx =—
) !( ) -
Deci:
1-x zzzsmkﬂx‘ '
TSk

5. Forma complexa a seriilor Fourier.

O forma unitara a seriilor Fourier este forma complexa. Fie f(x) o functie
care pe intervalul (-/, /) satisface conditiile teoremei lui Dirichlet. Atunci putem
scrie dezvoltarea 1n serie Fourier :
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(1) (x)— +Z akcos +b Skaﬂx ) ,

unde coeficientii seriel au expresnle.

a, :% [ £ @)dx,a, =% | f(x)coskT’“dx
@) l_ll kmx ’
b= jl f@)sin==dx

Utilizand formulele lui Euler:

kmx kmx kmx knx

3) cosk—m:—(e +e7£7) sm—:—.(eT—eiT) ,
I 1 2i

seria (1) devine:
s
@) fx=2 7 z (% e + Ty

Tinind seama de expresnle (2) ale coeficientilor avem :

(5) ck= %jj f(x)e i

si

1 ke
(6) cx= “= - j f(x)e ! dx
-l

Remarcam ci in (5) si (6), keN". Primul termen al dezvoltirii (1) are
expresia :

/
(7) %0 :% f f(x)dx=¢, care se obtine din (5) pentru k=0.
-1

Prin urmare, seria (4) se poate scrie sub forma :

ke

(8) f(x)= chel’ +Zc e !

Sau
9) f(x)= chel’
k=-0
unde
e T
(10) Ck—ziflf(x)e Ldx,keZ

Expresia (9) de reprezentare a functiei f(x) se numeste forma complexa a
seriei Fourier.

6. Dezvoltarea unei functii in serie de functii ortogonale. Aproximarea
functiilor in medie patratica. Relatia de inchidere a lui Parseval.

Analizind modul de determinare a coeficientilor seriei Fourier, observam
ca rationamentele folosite nu s-au bazat pe proprietdtile concrete ale functiilor
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trigonometrice din sistemul trigonometric fundamental ci numai pe proprietatea
de ortogonalitate. Din acest motiv este natural ca in locul sistemului
trigonometric de functii ortogonale sd ludm un sistem oarecare de functii
ortogonale. In acest fel o functie poate fi reprezentatd in serie cu un sistem de
functii ortogonale, obtinand o serie Fourier generalizata.

Fie sirul de functii ortogonale (¢,(x))e L’(a,b) (de patrat integrabil pe
(a,b) =R ). Pentru simplificarea calculelor vom presupune cd sirul a fost
normalizat si vom nota cu (¥, (x)) sirul ortonormat din L2(a,b). Sa presupunem
ci feL2(ab) si ci ea se poate reprezenta sub forma unei serii uniform
convergente pe (a,b) in raport cu sistemul de functii ortonormate (¥,(x)).
Conform ipotezelor facute avem :

) 0= Yew o .
k=1
Pentru determinarea coeficientilor ¢, (keN), inmultim egalitatea (1) cu

conjugatul ¥, al functiei ¥, si integrand termen cu termen pe intervalul (a,b),
obtinem :

b b
(2) Jf(x)‘l’kdx = ckj‘l’k Ydx =c, |, ||2 =c,
si deoarece sistemul (¥,) este ortonormat, avem :
B -

Coeficientii ¢, determinati prin relatia (2) se numesc coeficientii Fourier

O,m#n

ILm=n

generalizati ai functiei fe L2(a,b) relativ la sistemul ortonormat de functii
(?,)pe (a, b). Seria (1) se va numi seria Fourier generalizata  a functiei

relativ la sistemul ortonormat (¥,).

Teorema lui Dirichlet ramane valabila si pentru seriile Fourier
generalizate. Astfel relatia (1) are loc in fiecare punct de continuitate a functiei f
din intervalul (a, b) daca partea reald si partea imaginara ale functiei complexe

fe L2(a,b) satisfac conditiile teoremei lui Dirichlet.
Exemplu. Sa dezvoltam in serie dupd polinoamele lui Hermite functia
f(x)=e* , xeR. Polinoamele lui Hermite definite prin relatia:

4) H ()= (-1)"e" :TZ(e"‘z) neN,xe R formeaza un sistem
ortogonal cu ponderea p(x)= ¢~ pe R.

Functia f(x) e e L*(R)si satisface conditiile teoremei lui Dirichlet , deci

(5) e"zicka(x),XeR.
k=0
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Inmultind aceasti egalitate cu ¢ H(x) si integrand, pe baza proprietitii
de ortogonalitate obtinem :

J’e_xuka (X)dx = ¢, J‘e—szlf (x)dx =c,2"k!Nz  de unde:
1 T —x24x
Ie H, (x)dx.

c, =
LN

Integrind prin parti si tindnd seama de (4) obtinem:

0 0 1
J.e_xz”Hk (x)dx = J‘e—x%ka_] (X)dx =...= J‘e_xzﬂ'dx =Jre*
Prin urmare, seria Fourier generalizatd corespunzatoare functiei f(x)=eX
este :
1
> H
oo 0
k=0 2 k!
valabila pentru orice xeR.
Definitie. Fie f,ge ’(a,b) . Numim eroare patratica medie a functiei

fata de g numarul

6 o= L‘_azlf(x)—g(x)lzdx}z :ﬁnm—gu)n.

Numarul & reprezintd o masurd a erorii ce o facem dacd aproximam
functia f prin g sau functia g prin f. Aceastd masura a erorii numitd eroare
patratica medie este deosebit de utila in studiul seriilor Fourier, deoarece este
legata direct de norma functiilor de patrat integrabil.

Fie functia fe L’(a,b) si sistemul ortonormat de functii complexe

((¥, (x))de patrat integrabil pe intervalul (a,b) .
Functia:

7 S,0=S ¥

se numeste polinom ortogonal pe intervalul (a, b). Sa determindm coeficientii 4,

ai polinomului (7) astfel incat eroarea patraticd medie fatd de functia f sa fie

minima. Avem :
2

5j(b—a)=j|f(x)—sn(x)|2dx=j dx .

- 4,

Tinind seama ca functiile f , ¥, sunt functii complexe, iar 4, numere

complexe, pentru dezvoltarea expresiei de sub semnul integrald de mai sus vom
folosi formula :

o~ =@~ p)-(a-p)=la| +|f] ~aB-ap .
Obtinem :
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(8) {5f(b—a):i|f|2dx—Zn:l_kj)‘f?’_xdx—zn:ﬂki7‘l’kdx+An An

Jj=1

Sistemul de functii ¥, ( fiind ortonormat si tindnd seama ca coeficientii
Fourier corespunzdtori functiei f relativ la sistemul ortonormat (¥,) sunt

b
¢, = j f(x)¥,dx egalitatea (8) devine:

RGNV D WRAED WAL WV VI DY A
(9) k=1 k=1 k=1 k=1 )
23 =2 = 2) = = 2lel + X fe -4
k=1 k k=1

=1
Din relatia (9) rezultd ca 5, va fi minima daca ¢, = 4, . Am obtinut astfel :

Teorema 1. Dintre toate polinoamele ortogonale, cel pentru care eroarea
patratica medie fatd de functia fe I’(a,b) este minima este acela ai carui

coeficienti sunt coeficientii Fourier generalizati relativ la functia f.

Aceasta inseamnd cd functia ) ¢, ¥, realizeaza cea mai buna aproximatie
k=1

in medie patratica a functiei de patrat integrabil f. Putem scrie:

n

(10) s2b-a) =]/ ~Dle.|”-

k=1
Deoarece &, >0, rezultd inegalitatea:

n

(11) Dle s

k=1

b
(unde|f| = j| f|’dx ), numita inegalitatea lui Bessel. Putem astfel enunta :

Teorema 2. Suma patratelor modulelor a n coeficienti Fourier ai unei
functii de patrat integrabil, relativ la un sistem de n functii ortonormate, este cel
mult egald cu patratul normei functiei f.

Dacd considerdm seria cu termeni pozitivi > || atunci din inegalitatea

n=1

lui Bessel deducem ca sumele partiale ale seriei sunt marginite de|f|* ; prin

. 2 . o . . oA . . .
urmare seria Y |c,|” este o serie convergentd . Din acest motiv in inegalitatea lui

n=1

Bessel putem considera n— o si se obtine :
(12) 2l A

n=1
numita inegalitatea lui Parseval .

cl’l
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Definitie. Un sir ortogonal de functii (W) de patrat integrabil este un
sistem inchis , daca pentru orice fe L’ (a,b) are loc relatia :

(13) 2l AT

numita relatia de inchidere a lui Parseval .

Fie fe L*(-1,1) 1>0 . Sistemul trigonometric normat :

(14) 1 cos™ sinT coskT”x sinkT’“
N T N/ BN/ B/

. In raport cu sistemul ortogonal (14) coeficientii Fourier

este un sistem inchis
sunt :

/mx

jf(x) Il dx ——jf( eos e =l -ay,

¢/ =b Al si ¢ _[{/(i) \/_l-[f( )_£

obtinuti mai sus in (13)

Inlocuind ¢, c;,c;
inchidere a lui Parseval .

2 . l
(15) ‘%+Z(a5 +bj):%jf2(x)dx .
n=1 —]
Daca /=7, (15) devine :

(16) —+Z( +b2)=— jf (x)dx .

n=1

, obtinem relatia de

Exemplu. Sa se scrie seria Fourier trigonometrica si apoi egalitatea lui
Parseval pentru functia:

o) = {1 , pentru |x| <1

0, pentru1£|x|<7r'

0 12 0 2
o o . .. sm- n . COS n
Sé se deduca apoi sumele seriilor: > —— si > ——.

n=1 n=1

Seria Fourier este:

(1) f(x):%’+i(an cosnx + b, sin nx)

n=1

unde

(2) aq, 1 [ f(xydx,a, ——j” f(x)cosnxdx,sib, 1 [" 7 (x)sinnxdyx .
T - T
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Graficul lui f(x) este:

( S
C J
[ | r \
1 .
Avem gq, = —_[lldx , de unde rezulta:
-
2
3) Ay =— -
T
1 1 2sinn .o
Apoi, a, =—fcosnxdx = —sinnx| = ,adica:
e} mn
4) a - 2sinn
mn

. I . 1 ..
si:h, = —_[sm nxdx = ——cos nx‘ ', =0 adica:
e m

(5) b,=0  (f(x) pard!) .
Deci seria Fourier atasata functiei f(z) este:

_ 1 2&sinn
(6) f(x)—”+ > ——cosnx

n=1

Egalitatea lui Parseval este:

(7) —°2 Z?,a+b,f)=%jfz(ﬂdx
sau

®  FeErttele
de unde:

o L

Rezulta suma ceruta:
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0 < 2
(10) Zsm n 7z2—1 .

0

2

CoS n
Pentru calcul z -
n=1 n

scriem:

2 cos’n &l-sin’n &1 &sin’n
D= =) 5 :
n=1 N n=1 n

. .31 2 = ) ) »
Stim ca: Z—z=%;dem zcos .
n=1 n

7. Probleme propuse

1) Sa se dezvolte in serie Fourier functia :

I, xe(-x,0]
8) f(9= 3 xe(.7]

x, xe[0,]
b) f(x)=11 xe(1,2)

3—-x ,xe[23]

C) f(x)=—"

,XER.
5+4cosx

2) Sa se dezvolte 1n serie Fourier de sin si respectiv cos functia :

®_ﬂ@=%—§ xe(0,7);

x, xe[0,1]
b) f)=1_ xe(2]”
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3) Sa se determine seria Fourier trigonometrica a functiei periodice

T

5 e*, xe(-m,7) deperioadd 2z . Din dezvoltarea obtinuta si din
SNt

J(x) =

relatia de Inchidere a lui Parseval sa se calculeze sumele :

YO 3

ons+1 ons+1

4) Sa se scrie seria Fourier trigonometrica si apoi egalitatea lui Parseval pentru

functia :

Sa se calculeze apoi sumele seriilor :

< sin’ na ) = cos’ na
2 si 25—

n=1 n n=1 n
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CAPITOLUL V

TRANSFORMARI INTEGRALE

1. Integrala Fourier. Forma complexad si forma reala a integralei
Fourier. Cazul functiilor pare sau impare.

Sa consideram o functie f(t) realda sau complexa, definitd pe R si neperiodica.
Functia f(t) nu mai poate fi dezvoltatd in serie Fourier. In schimb, in anumite
conditii, f(t) poate fi reprezentata printr-o integrald dubld improprie care prezinta o
oarecare analogie cu seria Fourier.

Are loc:

Teorema 1. Fie f(t) o functie reald sau complexa cu urmatoarele proprietati :

1. Satisface conditiile lui Dirichlet in orice interval de lungime finita.
2. In fiecare punct ¢ de discontinuitate, Valoarea functiei este egald cu

media aritmetica a limitelor laterale n acel punct, f(c) = f (c=0)+ f(c+0)].

3. Este absolut integrabilda pe (-«,0). Cu alte -cuvinte,

integrala j | f(1)dr este convergenta. In aceste conditii exista egalitatea:

—o0

(1) f@)= ij: du]: f@)e"dr.

Integrala dubla improprie prin care este reprezentatd functia f(t) se numeste
integrala Fourier, 1ar egalitatea (1) se numeste formula integrala a lui Fourier,
forma exponentialad (in (1) se poate lua si e .) sau forma complexa.

Fie F(t) o functie periodica de perioada 21, definitd prin egalitatea:

(2) F@)=A1(t), te[-11].

Aceasta functie indeplineste conditiile lui Dirichlet, deci poate fi dezvoltata

in serie Fourier:

F(t)= z _[ F(t)e"" " w :% sau tinind seama de (2),

n=—00 l

3) F(1) _z_ln ) jl S [ f(0)e"dz

Din (3) vom obtine o reprezentare a functiei f(t) trecind la limitd pentru
[ — .
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Sa consideram o noud variabila reald u si sa notdm nw =u,. Pentru un | dat ,

]
putem nota: ¢(u, ) = j f(£)e™dr
=1
Observim cd o =", =u, —u,, si (3) devine:
[

F(t)= i S o, 0w, ~u, ).

Aceasta serie este asemandtoare cu sumele ce definesc integrala Riemann.
Trecind la limita pentru / — o« ultima egalitate devine:

1 +o0
f(0)= Ejf(u, t)du,
unde
o) = [ F(D)e"dr |

adica tocmai formula (1).

Forma reala (trigonometrica)a integralei Fourier. Cazul functiilor pare
sau impare.

Daca in (1) se face inlocuirea :

e""" =cosu(t—r)+isinu(t—7), aceasta egalitate se mai scrie:

4) {f(t) = ii‘idujif(r) cosu(t—r)dr + izduzf(r) sinu(t—r7)dr.
Observam ca functiile :
g(u,t)= Tf(r)cosu(t—r)dr,h(u,t) = Tf(r)sinu(t—r)df R au

proprietatile:
g(_uat) = g(uat):h(_uat) = _h(uat) s deCi:

Tg(u,l)du = ZTg(u,l)du,Th(u,t)du =0
si (4) se va reduce la:
(5) £ =lequ(r)cosu(t—r)dr .
TSy e

Egalitatea (5) se numeste forma reala sau trigonometrica a formulei lui
Fourier. Denumirile : "forma reald" respectiv "forma complexd" a integralei
Fourier, sunt justificate numai in cazul cand f(t) este o functie reala ; totusi acestea
se folosesc s1 in cazul cand f(t) este o functie complexa.
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Observatie. Sa consideram forma reald (5) a integralei Fourier si sa facem

inlocuirea :
cosu(t—7)=cosutcosur +sinutsinurt.

Egalitatea (5) se mai poate scrie:

(5" {f(t) = ljcosuz‘ ~du jf(r)cosuz' -dt +ljsinutdu f(z)sinuwz..
e —0 T —o
Daca notam:

A(u) = 1 If(r)cosur-dr,B(u) _1 Jf(r)sinur-dr ,

V2 T
avem:

f(t)= j [A(u)cosut + B(u)sinut]du..

0

Analogia cu seria Fourier este evidenta. Are loc:
Teorema 2. Daca {(t) este o functie pard , formula lui Fourier se reduce la :

(6) f(t)=£Jcosuﬁdujf(r)cosurdr. .
7[ 0 —00
Daca f(t) este impard atunci:
(7) f(t):gIsinut-duff(r)sinur-dr.
4 0 0

Intr-adevir, daca f(t) este o functie pard, atunci f(r)cosur-dr.este pard in
raport cu z 1ar f(r)sinur este impard si avem :

If(r)cosur-dr = ZIf(r)cosur-dr.
—o0 0
si
J.f(r)sinurdr =0.
Egalitatea (5') se reduce la (6). Analog se justifica (7).

2. Transformata Fourier.

Integrala Fourier are aplicatii foarte variate. Unele din acestea sunt legate
direct de notiunea de transformata Fourier.

Fie f(t) o functie care poate fi reprezentata prin integrala Fourier (1).
Egalitatea (1) se mai poate scrie:

()= iTei”tdqu(r)e_iurdr .
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Daca notam ,

g(u) = ﬁ [ (e dr= ﬁ [re™at

avem:

@)= ﬁ [ g@e du.

Definitia 1. Functiile:

1 +o0 ‘
g(u)=—= [ f(D)e™dt
®) -

1= Jste ™

se numesc una transformata Fourier a celeilalte.
Din (8) observam ca putem scrie i :

1 +0 .
gw)=—— [ f(O)e"dr
(®) e

) =%+j:g(u)e'f"’dz

care arata ca f si g au roluri simetrice.
Analog daca 1n (6) se noteaza :

g(u) = \/ZTf(r)cosurdr = \/ZTf(t)cosut-dt .
4 0 T 0

aceasta egalitate devine:

iar daca in (7) se noteaza :

g(u) = \/sz(r)cosurdr = \/sz(t)sinut-dt
4 0 4 0

egalitatea (7) se scrie:

f(t)= \/Z]wg(u) sinut-du .
T 0
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Definitia 2. Functiile:

gu) = \/sz(t) cosut - dt
T 0

f()= \/zTg(u) cosut -du
T 0

se numesc una transformata Fourier prin cosinus a celeilalte.

©)

Exemplu. Sa se afle transformata Fourier prin cosinus a

functiei: f(¢) = ﬁ Din rezultatul obtinut sa se gaseasca: _f (ismm
+

——dt
2N\2
o (L+17)

Transformata Fourier prin cosinus a functiei f{?) este:

(1) g(u) = \/z]2 f(t)cosutdt
4 0

COSut cosut
sau g(u) = \/7'[(1+t) \fj TETaa

Pentru calculul integralei: 7 = _[ (lco—t)dt sa consideram functiah(z) = e COS”IZ) _
+ 2+

—00

si conturul de mai jos:

y (O)=[-R.R]v(I)

Observam ca:
(2) j h(z)dz = jh(r)dt + j h(z)dz,

Trecand la lim in relatia (2) obtinem:

) jh(z)dz— j _cosut -+ lim [ h(z)dz.
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Pe baza teoremei reziduurilor,jh(z)dz:Zm'rezh(i) (z; =ieD pol dublu;
C

z,=—i¢D) si mﬁmaw_o (din lema lui Jordan: lim|zh(z) = O:IMﬂtao

\ Hm
(cand R — x)).
Din (2') obtinem:
(3) I = 2rmirezh(i)

Observam ca:

!

cosuz 1 —usinuz(z +i)’ — 2(z +i)cosuz -
(z—0)*(z+i)’ pe (z+i)*

= rezh(i) =

rezh(i) = lim|:(z —i)?

uisinui + cosui
4

iw

. e —e™ e +e™
sau |sinw=——— cosw=——|:
2i 2

4) rezh(i) = S M uShZ + chu .
i

Din (3) s1 (4) obtinem:
®)) I= %(chu — ushu)

de unde:

6) gw)= %\/%(chu —ushu) .

Pentru calculul integralei: f %dt, derivam relatia:
+
0

glu) = \/7 I (lciszltz dt , in raport cu variabila “u”si obtinem:
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tsmut
g'(u) = fj(m)

sau folosind (6): \/7 (shu — shu —uchu) = \/7 I (i SH; u)t , de unde:
+

=—uchu .

7) Y(1+2) 4

T tsinut T

Definitia 3. Functiile:

g(u) = \f j F(t)sinut - dt
f(t)_\/7 jg(u)smuz du

se numesc una transformata Fourier prin sinus a celeilalte.
Sa consideram egalitatea a doua din (8):

(10)

1= [swe"au.

Aceastd egalitate este o ecuatie 1n care functia necunoscuta g(u) figureaza
sub semnul de integrare. Solutia acestei ecuatii este datd de prima egalitate din (8).

In general, dac intr-o ecuatie functia necunoscuti figureaza sub semnul de
integrare, se spune ci acea egalitate este 0 ecuatie integrald. In cazul de fatd avem
o ecuatie integrala de o forma speciald, care uneori se numeste ecuatie integrala de
tip Fourier.

Tot ecuatii integrale de tip Fourier sunt considerate si ecuatiile:

=% [g@ycosut-du si =% [ g)sinut - du
VA T

cu f(t) definita pentru t >0 si indeplinind conditiile teoremei 1.

Exemplu. Sa se rezolve ecuatia integrala de tip Fourier:

Tg(u)cosut'du =p(t), unde:

—0

1—t¢ 0<t<l1
o(t) = {O pentru { .

Ecuatia datd se mai poate scrie:
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\/ZTg(u)cosut-du = f(¢) , unde:
4 0

2
£0 = 2o) = E(H) pentru </
T 0 t>1

Solutia ecuatiei este:

g(u) = \/sz(t)cosut-dt+\/ZTf(t)cosut-dt.
7[0 7 1

Deoarece f(t) =0 pentru t >1, a doua integrala este nuld. Ramane:

1—cosu

2
u

1
g(“)=gj(1—t)cosut-dt:£
% T

3. Transformata Laplace.

Original. Transformata Laplace.Proprietati.

Calculul operational se bazeaza pe realizarea unei corespondente intre doua
multimi de functii: multimea functiilor numite original si imaginile lor obtinute
printr-o anume transformare. Interesul pe care il prezinta aceastd corespondenta se
datoreaza faptului ca operatiilor de derivare si de integrare aplicate functiilor
original le corespund anumite operatii algebrice care se aplicd imaginile lor.

Definitie. Se numeste original o functie f(t), reald sau complexa, definita pe
multimea numerelor reale si care satisface urmatoarele conditii:

I.f(t)=0pentrut<O0;
2. f(t) este derivabila pe portiuni;
3. exista doud numere M >0 si s, > 0 astfel incat:

(1) f() <M e,

Numarul s,se numeste indice de crestere.
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S-ar parea ca prima conditie este artificiala. Dar metodele operationale se
referd la rezolvarea unor probleme in care marimea fizica reprezentata prin f(t) are
proprietatea ca sau este nuld inainte de momentul initial t = 0, sau valorile sale
pentru t < 0 nu prezinta interes.

Se spune ca functia f(t), definita pe un interval I, marginit sau nemarginit,
este derivabild pe portiuni daca pentru orice interval , existd o diviziune d = (a, x1,
X2, ... , Xp-1, b) astfel Incat f(t) sa fie derivabila pe fiecare interval (xj-1, Xj) si sa
existe limitele laterale:

[ x40, £ (x,,=0), £ (x,y40), 1 (x,,-0),7 € {L.2,...,m}.

A treia conditie arata ca valorile modulului functiei pot fi majorate prin
valorile unei exponentiale. Cea mai simpla functie original este functia unitate:
0, <0

(2) n6y=1-. =0

1
27
I, t>0

Fie f(t) o functie original(notdm f € @).
Definitie. Functia

3)  Fp=[f@-erd , p=s+io

se numeste imaginea dupa Laplace a functiei {(t) sau transformata Laplace a
functiei f(t).
Domeniul in care functia F(p)(notata si F(p)=L[f](p) ) este definita , este
precizat de urmatoarea:
Teoremd. Fie s, indicele de crestere al functiei f(t). Imaginea F(p) a functiei f(t)
este determinatd in semiplanul s > s, si este o functie olomorfa in acest semiplan ;

in plus

HON

v

@ F=[Cfe)-erd.
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Transformata Laplace este o transformare liniara adica:

{L[f O +gM]1=L-[f(O]+L[g®)]

®)) Llk- f(O)]=k-L-[f(0)] , ko constanta.

Proprietati ale transformatei Laplace.

1. Teorema asemdndrii. Fie {(t) o functie original sie o constantd « > 0.
Functia ¢(¢) = f(at) este, de asemenea o functie original.

Daca F(p) este imaginea functiei f(t), atunci Va >0, avem:

©) L=~ FL).
o o

Vom nota L[f] = Lf.
Din (6) obtinem:

LoXp)= [ F(p)-edi =2 f(2)-e “ dr =L F (D).
0 (94 0 a (94

Exemplu. Sa presupunem cunoscuta imaginea functiei : sinz: Lsint = —

p +1 '
Atuncti :

Lsina)t:l- ! = @ @>0.

-2 27
(4] (£)2+1 p +w
w

2. Teorema intarzierii. Dacd in functia original f(t) inlocuim pe t cu ¢ -7,
unde 7 este o constanta, obtinem o nouad functie original, f(z -7 ), care este
nula pentru /- 7<0 si ia aceleasi valori ca f(t), insd cu intarzierea ¢

(figura). Daca >0 aceasta reprezinta efectiv o Intarzie

Intarzierea r se traduce prin inmultirea imaginii cu e~ 77 :
(7)) Lft-v)=e""Lf (1)
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f(t)

.

v

f(t-7)

.

Demonstratie. Tindnd seama ca f(¢ -7 )=0 pentru s <z , avem:

Tf(t—r)-e‘f”dt=Tf(t—r)-e‘f”dt.

Cu schimbarea de variabila -7 =6, ultima integrald devine:

T ft—7)-e"dt = T £(0)-e""0d0 = e LE (1)

si egalitatea (7) este dovedita.

3. Teorema deplasarii. Fie f(t) o functie original avind indicele de crestere
s, $1 F(p) imaginea sa. Inlocuirea lui p in F(p) cu p-q, unde q este o constantd, poate

fi interpretata ca o deplasare care aduce originea in punctul q.
Deplasarea originii din planul variabilei p in punctul q se traduce prin

inmultirea originalului cu e”:

(8) Lf(p—aq)(0) = L[e" f(1)] .

Intr-adevar,
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Lf (p-q)0) = [ fOe " dt = [[f(D)e" e dt = L[ f(D)e"].

Functia F(p-q) este olomorfa in semiplanul s >s,+Re(q).
w

(p-A)V +o°

4. Derivarea originalului. Vom presupune ca f(t) si derivatele sale pana la
ordinul care apar sunt functii original. Fie F(p) = Lf(t). Imaginea derivatei este:

X 9) Lf' () = pF(p)~ f(0)

In general,

(10) Lf™ @) =p"F(p)~[p"" f(0)+p"* £ (0)+..+ f"(0)]  unde,
f(0) = limf(t),f(")(O) = limf(k)(t), ke {1,2,3,... ,n-1}.

t—o0 t—0
t>0 t>0

in unele probleme, f(0)=f(0)=.=f0-1)0)=0. In acest caz,
egalitatile(9) si (10) devin:
(11) L' ()= pF(p),Lf " (t) = p"F(p)
si derivarea originalului se traduce prin inmultirea imaginii sale cu p.
Sa demonstram mai intai egalitatea (9). Avem:

Lf' () = j (e " dt

Exemplu. L(e” -sinwt) =

Integrand prin parti, obtinem:
L (O =1f@0e™ I + p[ f()e " dr
0

Primul termen din membrul drept se reduce la -f(0) deoarece:
fe | =|f0le” <Me s>, sideci  [jm|f (e

t—

=0.

Ramane: Lf' () =-1(0)+ pj f(®e™dr st egalitatea (9) este demonstrata.
0

Pentru a obtine egalitatea (10), vom inlocui in (9) pe f'(t), succesiv, cu f'(t),
.., {M(t). Avem:

Lf'(t) = pF(p) - f(0) = pLf (1) - f(0)
Lf'(t)= pLf' ()~ f'(0)
Lf"(t)= pLf"(t)~ " (0)

L0 = pLf (0= 0)
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Inmultim prima egalitate cu pi-1, a doua cu pn-2, a treia cu p-3 | etc, ultima
ramanand neschimbata, adunind apoi obtinem egalitatea (10).

Exemplu. Cunoscind imaginea functiei cosar ,
p

p2+a)2

Lcoswt =

sd deducem imaginea functiei folosind teorema de derivare a originalului.
2
P @

P+’ p+o’

L(-wsinwt)=p-

Datorita proprietatii de liniaritate, - @ poate fi scos in stanga operatorului L si
simplificind cu - @, obtinem:

Lsin ot = -
pi+o
5.Derivarea imaginii. Egalitatea (4) se mai poate scrie:
4" F'(p)=L[-f (1] .

Functia F(p) fiind olomorfa in semiplanul s>s, , din aproape in aproape se
obtine:

(12) F"(p)=LI-t)" f()] -

Realtia (12) exprima faptul ca derivarea imaginii se traduce prin inmultirea
originalului cu -t.

6. Integrarea originalului Prin integrarea functiei original f(t) se Intelege
operatia:

[ rewe

Se obtine o noud functie original pe care o notdm cu g(t):

g =] f()dr

Integrarea originalului se traduce prin impartirea imaginii sale cu p:

(13) L] f(r)dr=%F(p) .

Pentru demonstratie observam ca : g'(t) = f(t), g(0) =0. Avem : Lg'(t) = Lf(t).
Aplicand teorema referitoare la derivarea originalului cu notatiile de mai sus,
obtinem pLg(t)=L1{(t) din care rezulta (13).
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7. Integrarea imaginii. Fie {(t) o functie original si F(p)=L1(t). Integrarea imaginii
se traduce prin impartirea originalului corespunzator cu t :

(14) [ riayig =179

t

8. Produsul a doud imagini. Produsul a doua originale. Fie {(t) si g(t) doua functii
original si fie imaginile lor:
F(p)=Lf(1),G(p) = Lg ().
Atunci:
1. Produsul este tot o imagine si anume:

(15)  F(p)-G(p)=L| f(r)glt—7)dz.
0
Integrala din membrul drept se noteaza :
f*g=[f@)et-rdr.
0

si se numeste produsul de convolutie al functiilor f'si g.
2. Imaginea produsului  f(¢)-g(r) este

a+io

(16) L/ OgD)= - [F@)G(p-q)dg.a>s,.

27 !

4. Transformarea inversa. Formula Mellin-Fourier.

Am vazut ca , datd fiind o functie original f(t), imaginea sa F(p) prin
transformarea Laplace este complet determinatd. Se pune problema inversa, sa se
determine originalul f(t) cand se cunoaste imaginea sa F(p). Raspunsul este dat de
urmatoarea :

Teoremd. Daca f(t) este o functie original, avind indicele de crestere s,, iar

F(p) este imaginea sa , egalitatea:

a+io

1) 0= [Ferdpa>s,
a

are loc in toate punctele in care f{(t) este continua.
In fiecare punct ¢ de discontinuitate, valoarea functiei din membrul drept este
egald cu :
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%[f(c—0)+f(c+0)]-

Egalitatea (1) se numeste formula lui Mellin-Fourier si reprezintd inversa
transformarii:

F(p)= [ f(t)e " dt.

Notam : £(t) = L (F(p)).

Demonstratie. Sa consideram functia:
1
(2) (D(f)=56 [f(c=0)+ f(c+0)],

egald cu ¢~ % £(r) pe multimea punctelor in care f(t) este continui. In orice interval
marginit, () nu poate decat puncte de discontinuitate de speta intdi In numar finit,
acestea fiind punctele in care f(t) este discontinud. Valoarea functiei ¢(¢) intr-un
punct de discontinuitate este egald cu media limitelor sale laterale in acel punct.
Observam ca functia ¢(z) are urmatoarele proprietati:

1. Este derivabild pe portiuni;

2. In fiecare punct de discontinuitate, ¢(c) = %[(o(c —0+p(c+0)].

3. Este absolut integrabila pe intervalul (-ow,+w).Primele doud proprietati

sunt evidente. A treia se dovedeste imediat. Deoarece f(t) este o functie original,
p(t)=0 pentru t < 0 si rdimane sd aratam ca ¢(¢) este absolut integrabila pe (0,») .
Pe acest interval, avem, 1n toate punctele in care ¢(¢) este continua :

o] = U] <M @75

si pentru a>s, integrala functiei M-e (@=s)t pe intervalul (0,0) este
convergenta. De aici rezultd ca ¢(¢) este absolut integrabild pe (0,).

Datorita celor trei proprietiti de mai sus , ¢(¢) poate fi reprezentatd printr-o
integrald Fourier.

1 + o0 0 _ar O'(t _ ’Z')
Avem: o(t)=— [ do[f(r)e” 4T -e dr,
2r
— 00 0
deoarece ¢(¢t) =0 pentrut <0 .De aici rezulta:

ot (1) = LJFIOOe(a + io-)tdaojof(r)e_ (a+ ia)rdT.
27 o 0

Cu schimbarea de variabila p=a+ioc deducem :
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1 a+ioo + o0
2 ¢

Pldp | f(T)e_pT-df=€at(0(t)=%[f(t—0)+f(t+0)].
0

joo
Tinind seama ca , F(p)= J. f(r)e™ -dr, aceasta egalitate se reduce la (1) si

teorema este demonstrata.

5. Teoreme de dezvoltare. Exemple.
Pentru determinarea originalului f(t) cand se cunoaste imaginea sa F(p), se
folosesc deseori teoremele urmatoare (numite teoreme de dezvoltare):
Teorema . Daca F(p) este o functie rationala,
F(p) =22 A(p)
B(p)’
in care gradul numardtorului este mai mic cu cel putin doud unitati decat gradul
numitorului, iar numitorul B(p) are radacini simple, fie acesteap,,p,,p,...p,,

atunci F(p) este imaginea functiei:
Apy) o,
1 f@)= et
() ZB (py)

Demonstratie. In ipotezele de mai sus, functia F(p) admite o descompunere
de forma:

a a a a
F(p)=—"—+——+—2—+.  +—

pP=pPy P—P, P-P; p=p,
Coeficientul aj se poate calcula integrind functia F(p) pe un cerc I'; cu

centrul in pj si de razd suficient de mica astfel ca in interiorul sau sa nu mai contina
alt pol al functiei F(p). Avem:

jF(p)dp Zakj

PP,
In virtutea teoremel lui Cauchy,
| P _ pentru k # j
r P~ Dy
Pe de alta parte,
j P _ o deci
r P— Dy

[F(p)dp =27mia;.

I
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Folosind teorema reziduurilor si formula de calcul pentru reziduu relativ la
un pol simplu, avem:

IF(p)dp =2mi-rezF(p;) =2mi

T

A(p;)
B'(p,)

Comparam cu egalitatea precedenta si deducem:
_AW®))
aj =
B (p))

Cu aceasta, dezvoltarea functiei F(p) devine:
F(p)= z A(p,) 1
;B () P— pk
iar originalul sau are evident expresia (1).
Consecinta 1. Un caz important in aplicatii este acela in care una din
radacini este nula.
Fie p, =0. Notam B(p) = pR(p) st avem:

B'(p) = pR'(p)+R(p).

Deoarece R(p, )=0,k €{1,2,3,...,n}, vom avea :
B'(py)=B'(0)=R(0),B'(p,) = p; -R'(p,)-

Descompunerea lui F(p) va lua forma:

A0) 1 & Alpy) 1
F(p)="22." :
(») R(0) p+kz=:‘pk-R/(pk) P—Di

si (1) devine:

A(p,)  Pit
@ r0=20, 5 Tk ¢
RO k=18 (p,) 7%

Aceasta egalitate se numeste formula lui Heaviside.

Alp)

Consecinta 2. In cazul in care F(p):B fractie rationala cu grad

A(p) < gradB(p) -2, iar ecuatia B(p) = 0 are de exemplu , p, radacini multiple avind
ordinul de multiplicitate 4, atunci :

a+io

3) fi0)= i [Fpetap=3 Rez6G(p,) unde
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1 ﬁ'k pt (ﬁ'k_l) .
(4) rezG(p, ) = a, P TR ]pzpk . cua>max (Re p,) si

a> (. Formula de mai sus se obtine aplicind teorema reziduurilor functiei
G(p)= F(p)ePt pe curba inchisd (I') din figurd trecind la limtd pentru R — o si
tinand cont de formula lui Mellin-Fourier:

yA
+ A(at+iR)
0 ta
(©)
J B(a-iR)

I=(C)uBA .

Exemplu. Se cere originalul functiet:

P
F = }
D= )74

Utilizam prima teorema de dezvoltare, in care A(p)= p, B(p) = (p2+1)(p2+4).

Polinomul B(p) are numai radacini simple +i,+2i . Cu A/(p ) _ 12 obtinem:
B (p) 22p°+5)

f(t) — %(eit + e—it) _%(eZit + e—Zit)
sau cu oalta scriere
f()= %(cost —cos 2t).
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6.Aplicatii ale transformatei Laplace . Rezolvarea operationala a
ecuatiilor diferentiale si a sistemelor de ecuatii diferentiale cu coeficienti
constanti.Exemple .

Datorita faptului ca prin transformata Laplace operatiilor de derivare si
integrare le corespund , operatia de Tnmultire respectiv de impartire cu p , este
posibila simplificarea rezolvarii unor probleme si tehnicizarea calculelor
Ansamblul acestor procedee bazate pe utilizarea proprietatilor transformatei
Laplace constituie calculul simbolic sau calculul operational .

In general , prin aplicarea transformatei Laplace , ecuatiile diferentiale devin
ecuatii algebrice , a caror rezolvare este mult mai simpla .
Sa consideram problema determindrii functiei y(x) , x >0 , care verificd ecuatia
diferentiala liniara cu coeficianti constanti :
(1) ay,y"” +ay" " +..+a,_y +a,y=f(x),x>0
st conditiile initiale :
(2) 2(0) =24, 5"(0) =y, " (0) = 3,
unde f(x),y,,k=1,n sunt date .

Vom presupune cd f(x) este un original si ca functia y(x) care satisface (1) si
(2) indeplineste conditiile impuse originalelor ( astfel Inmultim cu &(x) ( functia lui
Heaviside) si obtinem conditiile.
In aceste conditii , aplicand transformata Laplace eciatiei (1) si tinand seama
de proprietatile de liniaritate a transformatatei Laplace , vom obtine :
3) a, Ly +a,Ly" " +...+a, Ly +a,Ly = Lf (x)

Notam : Ly = Y(p) , Lf(x) = F(p) si tinand seama de conditiile initiale (2) precum
st de regula de derivare a unui original , avem egalitatile :

Ly®™ = p"Y(p)~ (o0 +3,p"  + oty 5P+ 1, )
Ly = p" Y (P)=(ep" P 0P " e ,)

B) e
Ly" = p*Y(p)=(yop + )

Ly' = pY(p)-y,

Inlocuind relatiile (4) in (3) si tindnd seama de notatiile ficute , obtinem o
ecuatie de forma :

®) P(p) Y(p) - G(p) =F(p) ,
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unde P(p)=a,p" +a,p"" +..+a, p+a,, G(p) un polinom in p . Ecuatia (5) se
numeste ecuatia operationala corespunzatoare ecuatiei (1) cu conditiile initiale (2)
(sau problemei Cauchy corespunzatoare ). Din ecuatia operationala (5) gasim :

F(p)+G(p)
6 Y(p)= L")
(0) (p) P(p)

Solutia ecuatiei (1) care satisface conditiile (2) este :
(7 y®=L1¥@p)
si se determina fie folosind formulele lui Mellin-Fourier , fie prin descompuneri
convenabile ale functiei Y(p) .
Observatie. In general , pentru determinarea unor functii original cind se cunosc
imaginile lor se utilizeaza tabele cu transformata Laplace .
Exemplul 1. Sa se determine solutia ecuatiei
y'-7y'+ 10y =3eX , x>0, y(0)=1, y'(0) =-3.
Notam : Ly = Y(p) . Aplicand transformata Laplace , obtinem :
(p2-7p + 10)Y(p)-p + 10 = 3/(p-1) de unde
p’—1lp+13 A B C

Y(p)= = + +
(p-Dp-2)(p-5 p-1 p-2 p-5
Gasim : AZE,B:E,C:—H.
4 3 12
) 3 5 17
Deci : xX)=L"(Y =Ze 4+ ——e" x> 0.
y(x) (Y(p)) 2 3 12

Exemplul 2. Sa se determine functiile x(t) s1 y(t) care verifica sistemul :

¥ 2 +x+y" +y vy =1
2x' +2x+y" +2y' =2t

si conditiile initiale : x(0) =0, x'(0)=2;y(0)=1,y'(0)=-2.
Sistemul operational corespunzator este :

(p2+2p+l)X(p)+(p2+p+1)=%+p+l

QP+ DX(P)+(p +2p)Y(p) = pi ip

Solutia acestui sistem este :
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1 1 1 p+1
X =—+— Y =
(p) p2 (p+1)2 +1 (P) p2 (erl)2 +1

Originalele acestor functii vor fi tocmai solutia sistemului :

x(t)=t+etsint , y(t)=-t+elcost.

7. Probleme propuse.

1) Sa se afle transformata Fourier prin cosinus a functiei f:R, - R, f(¢t) = 1

ch2t
2) Sa se afle transformata Fourier prin sinus a functiei f:R, > R, f(¢) = ! "
t*+
3) Sa se afle transformata Fourier prin cosinus a functiei f(¢) = (4;2)2 . Din
+t

: < < .. tsinut
rezultatul obtinut sa se gaseasca : j Sm’; -
o (4+17)

4) Sa se rezolve ecuatia integrald de tip Fourier:

1

u* +1

jf(t) cosutdt = u>0.
0

5) Sa se determine functia f(t) care satisface ecuatia integrala detip Fourier:

V4
—,te (0,7
) 5 (0,7)
jf(u)cosutdu: 0,t>rm

0

T
—-—,t=r
4
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6) Flosind metoda operationala sa se determine solutia ecuatiei diferentiale , cu

conditiile initiale specificate :

. 1
a) ' —4y:s1n2x,y(0):0,y/(0):—z .

1
b) " -y =cos’x,y(0)=1,y'(0)= g,y” (0)=-1.

7) Flosind metoda operationala sa se integreze sistemul de ecuatii diferentiale cu

conditiile initiale specificate :

/
=—Xx+y+
x +4x+4y=0 x rryme

=x—y+z
b) Y/ y
' =x+y+z
x(0)=0,y(0)=1,z(0)=1

b

ayy +2x+6y=0 ;
x(0)=3,y(0)=15

unde:

x=x(t);y = y(); x=x(1),y = y(t),z = z(t)
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CAPITOLUL VI

ECUATIILE FIZICII MATEMATICE

1. Observatii generale asupra ecuatiilor cu derivate partiale.

1.1 Definitii si exemple.

Se numeste ecuatie cu derivate partiale orice ecuatie de forma:

ou ou  fu 8%u oMy

(1.1) F| x,u, , yees , oo
Ox; 0, Oxp 5"12 oxp'

:0’

unde F:QxRxR"x ...xR*—>R este o functie data, Q < R" este un domeniu dat, care

se numeste domeniu de definitie al ecuatiei considerate, x=(xy, X, ... X, )€Q.
Functia u:QQ—R este necunoscuta ecuatiei.

[ata cateva exemple de ecuatii cu derivate partiale.

1° Ecuatia lui Laplace:

2
n
12)  au=32%_
1=l 8Xi2
sau ecuatia lui Poisson:

(1.3) -Au=f(x) unde f:QQ = R">R este o functie data.
2° Ecuatia undelor:

(1.4) aatz—;— aZAu = f(x,u)
unde a® este un numdr pozitiv dat, f o functie cunoscuti, definita pe un domeniu
D=QXR;, Q < R". Primele n variabile x=(x;, X5, ... X, ) s€ numesc variabile
spatiale. Ultima variabila, se noteaza cu t si se numeste temporala (reprezinta
timpul).

3% Ecuatia caldurii:
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(1.5) %—azAu = f(x,u)
in care notatiile sunt aceleasi ca si la ecuatia undelor.

Aceste ecuatii sunt des intdlnite in aplicatii. Ecuatia (1.1) se numeste liniara,
daca functia F este liniara in raport cu variabila u si in raport cu toate derivatele

partiale ale lui u, care intervin in ecuatie. Astfel ecuatia:

1.6 ¥ ai(x)%+a0(x)u _f

1=1 i

este liniard cu derivatele partiale de ordinul intai.
In cele ce urmeaza vom studia numai ecuatia diferentiald liniara de ordinul

al doilea. Forma generala este:

2
0“u n ou
+ a.(x)—+a.xX)u="f
0X.0X . El 1( )8x. 0( )
17 i

n
(1.7) .Zlaij(x)

L]=
unde vom presupune ca functiile a;=a; sunt date si a;;, a;, g, f : Q < R"> R,
Notiunea centrala, legatd de ecuatii este cea de solutie. O functie u : Q — R se
numeste solutie a ecuatiei (1) daca Inlocuitd in aceasta ecuatie ne conduce la o
egalitate in fiecare punct al domeniului Q.
De exemplu u(x;, X,)=sin x;+cos x, este solutie pe R’ecuatiei:

2
(1.8) oy
0X10X

iar functia u(x;, xp)= x12 —x% este o solutie pe R* a ecuatiei lui Laplace. Ecuatia

2
n . . .
> {—au } +1=0 nu are nici o solutie.
i=l1 8Xi

1.2 Clasificarea ecuatiilor liniare de ordinul al doilea.

Fie x e Qun punct oarecare fixat. Atasim ecuatiei (1.7) polinomul:
_ n _
2.1 = LxE.E.
2.1) Ple)= 2 ok
unde g:(&l,gz,...,gn)e R™, P se numeste polinomul caracteristic in punctul xal

ecuatiei (1.6). Acest polinom este chiar o forma patrata.
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Definitia 1. Ecuatia (1.7) se numeste elipticd in punctul x, dacd P(x,£)>0
sau P(x,£)<0, VE€R™{0}.

Definitia 2. Ecuatia (1.7) se numeste hiperbolicd in punctul x, daci
polinomul caracteristic (2.1) isi schimbd semnul, adica existd cel putin un vector
£#0 si =0 astfel incat si avem P(x,&)>0 sau P(x,n)<O0.

Definitia 3. Ecuatia (1.7) se numeste parabolicid in punctul x, daci
P(x,£)>0, VEcR" sau dacd P(x,£)<0,vEcR" si existd cel putin un vector &:=0,
astfel incat P(x,&)=0.

Spunem ca ecuatia (1.7) este eliptica in domeniul Q, daca ea este eliptica in
fiecare punct al domeniului Q. Intr-un sens analog utilizim notiunile de ecuatie
hiperbolica in domeniul € sau de ecuatie parabolica in domeniul Q.

Exemple.

1°) Polinomul  caracteristic al ecuatiei lui Laplace (1.2) este
P(&)= &12 + &22 +ot &nz; deci P(§)>0, VE€R"\ {0} si ecuatia lui Laplace este de tip
eliptic pe R". Pentru ecuatia lui Poisson P(¢)= —(élz + i% +ot érzlj <0VEeR"{0} si
deci ecuatia este tot de tip eliptic pe R".

2% Polinomul caracteristic al ecuatiei undelor se poate scrie in felul urmator
P(&,5)= 52 —az(élz +§% +...+§r21).Pentru £=(1,1,...,1) si 6=0 avem P(&,5)=-a’n<0
iar pentru £=0 s1 8=1, P(§ &)=1>0, ceea ce Tnseamna ca ecuatia undelor este de tip
hiperbolic in fiecare punct al domeniului sdu de definitie.

30) In cazul ecuatiei caldurii avem P(&,8)= az(glz + &% +.t E;,Izlj Observam ca
P(§,5)<0, VEeR" iar pentru =0 si 5=1,P(0,1)=0. Deci ecuatia este de tip
parabolic in fiecare punct al domeniului de definitie.

Un caz particular important al ecuatiei (1.7) este ecuatia cu doud variabile

independente. Vom nota x,;=x, y;=y; ecuatia (1.7) se mai poate scrie si astfel:

2 2 2
(2.2) a(x, y)z—lzl +2b(x, y)aax—al; +c(x, Y)Zy_; + d(x, y,u,%,%) =0

X
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Ecuatia (2.2) se numeste cvasiliniard (aproape liniard) daca d=0; dacd d=0,
ecuatia (2.2) se numeste liniara. Polinomul caracteristic al ecuatiei (2.2) este:
(2.3)  Pxy.&n)=a(xy)? +2b(x,y)en +clxyn?.
Notam:
24)  8(xy)=b (xy)-alx.yk(xy) .
Atunci:
1°) Daca & (x,y)<0, atunci P(x,y,&n)>0sau < 0 V(& , 1)eR*{0,0}. In acest
caz ecuatia (2.2) este eliptica in punctul (x,y).
2% Daca & (x,y)=0, atunci P(x,y.&,n)>0sau <0 V(& , n)eR*si P(x,y;0,1)=0.
Prin urmare in acest caz ecuatia (2.2) este parabolica in punctul (x,y).
3% Daci & (x,y)>0, atunci polinomul (2.3) isi schimba semnul, deci ecuatia

(2.2) este hiperbolica in punctul (x,y).

1.3. Forma canonicda a ecuatiilor liniare de ordinul al doilea.

Orice ecuatie de forma:

a2u
+Za(x)—+a x)-u=f
i=

ERII A
i=1 o ox;

se numeste ecuatie de formd canonica daca A;e{-1, 0, 1} pentru fiecare

ie{1,2,...,n}.Polinomul caracteristic al ecuatiei (3.1) este P(¢)= Z M; . Deoarece
i=1

4, pot fi egali numai cu —1, 0 sau 1, aceastd forma patratica este de forma canonica
in sensul intdlnit in algebra liniara. Este evident cda P(§)>0, V,E£0<A == ...
=M=1, 1ar P(§)<0 V,E#0<A;=A,= ... =A,=-1. Prin urmare forma canonica a

ecuatiilor eliptice este:

n ou
+ Au + Za.(x)—+a0(x)u:f.
i=] 1 8Xi

Daca Ai=A= ... =M=1 sau A=A,= ... =N =-1 s1 M= ... =A,=0 unde k<n,
vom avea P(£)>0, V,E€R" respectiv P(§)<0 V,E€R”, ceea ce inseamna cd forma

canonica a ecuatiilor parabolice este :
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k o2u n
Z—+Za (X) +a0(x) u=f
1= laxz =1 X5

Daca exista cel putin un coeficient A; egal cu +1 si cel putin unul egal cu —1
atunci si doar atunci ecuatia (3.1) va fi forma canonica a ecuatiilor hiperbolice.
Prezintd interes sa transformam o ecuatie data in forma canonica .

Vom prezenta acest lucru pentru ecuatia (1.7) cu coeficienti constanti. Notam cu

A:(a..) matricea polinomului caracteristic P(&)= Z a.t.&.. Din
lJije{l,,,} 1J_11J1J

algebra liniara se cunoaste ca exista, o matrice nesingulara B = (b j 12, }astfel
9,]6 9 7

ca dupa inlocuirea variabilelor &y, &,,..., &, cu variabile noi 1y, Na,..., N, date de

egalitatile

n
(3.2) =2 b,
=LY

E. ,i=1,n
éJ

2

. . . ~ ~ b b4 n ke
polinomul caracteristic se transformd in forma canonicd Q(n)= 3 Ami . Intre
1=

matricile A si B si intre numerele A, A,,..., A, existd urmatoarea relatie:

)Ll 0..0
(3.3) B AB=|0 Ay .. 0 | unde B’ este adjuncta lui B.
00 .. 0%

Are loc urmatoarea teorema:

Teorema 3.1. Daca coeficintii a; sunt constanti, atunci dupa inlocuirea

variabilelor x;, X,,..., X, cu variabilele yy, y»,..., y, date de egalitatile:

n
(3.4) y. = > b.x. ,i=1,n
= RV

ecuatia (1.7) se transforma in:
2
n . o0 n ou
(35) XN TH+ X b(——+by() =g
i=l " oys 1=l 8yi
1
unde: A€ {-1.0, 1}.

Demonstratie. Din (3.4) rezulta egalitatile:
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n 0y
e T g
. k=l 10y Ox, o k=10
s1
2, n n 2
Py bikai.{ﬂ] N
iayj k=1 1 ox, oy, | k=l Y19y

Dupa inlocuirea acestor egalitati in ecuatia (1.7) obtinem:

Go 2| 2y ap |0 n(z ()b]a“ x)
. a. —_—+ a.(x +a X)u = .
ki=ilij=1 Koy oy k=1li=t ! oy, Y s

Insa Z b. iK% b. il este elementul de pe linia k si coloana 1 a matricei B'AB.
L,j=1

Deci conform egalitatii (3.3) avem:

n }Lk’ dacak =1
> b.ka..b.1
pj=1 9o, dacak =1

Egalitatile (3.4) le scriem sub formd matricialdi y=B'x. Rezolvand acest

sistem in raport cu x obtinem x=B*'y . In sfarsit, notand
n — — . .
bk(Y):iélai(( ) )blk’b (y)= O((B*) lyj si g(y):f((B*) ly) din (3.6) obtinem

forma canonica (3.5).

1.4. Probleme de bazd ale teoriei ecuatiilor cu derivate partiale. Conditii la limita

si conditia Cauchy

Problemele cele mai importante ale acestei teorii se formeaza in mod diferit
prin cele trei tipuri de ecuatii. Formuldm prezentarea problemelor Dirichlet si
Neumann pentru ecuatiile eliptice si a problemelor Cauchy pentru ecuatiile de tip

parabolic si hiperbolic. Consideram ecuatia:

2
(4.1) D(x,D)u=f unde D(x,D)u = Ya. (x)—_"
i,j Y axiaxj

n ou
+i§1ai(x)6_xi+ ao(x)a

definitd pe un domeniu marginit QcR" Presupunem ca ecuatia (4.1) este eliptica in

fiecare punct al domeniului Q.(0Q frontiera domeniului Q).
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PROBLEMA Dirichlet. Fiind date doua functii f s1 h, f: Q—>R, h:6Q—R

sd se gaseasca o functie u:QQ—R care sa satisfaca urmatoarele doud conditii:

(4.2) D,Du(x)=f(x), VxeQ
si

(4.3) Xli_n)lou(x) =h(x(), Vx,e€0Q.

Conditia (4.2) inseamna ca functia cautata u trebuie sa fie o solutie a ecuatiei
(4.1) in domeniul Q. Egalitatea (4.3) se numeste conditia la limitd a problemei

Dirichlet, si se va nota pe scurt cu ujzn =f.

PROBLEMA Neumann. Fiind date doud functii f: Q—R, h:0Q—R sa se

gaseascd o functie u:QQ—R care sa satisfaca urmatoarele conditii:

(4.4) D(x,D)u(x)=f(x), VxeQ

si
(4.5) Jim d‘;ﬁ‘) =h(x,). Vx, €oQ
unde
du(x) I ou
(4.6) —~ =3 aij(X)KCOS(NO’Xi)

L,j=1
iar N este normala exterioard la 0CQ fata de Q in punctul x,.

Conditia (4.5) se numeste conditie la limita si se va nota pe scurt j—u =h.
VIoQ

Observam ca in cazul ecuatiei lui Laplace, conditia la limitd a problemei lui

Neumann devine deosebit de simpla:

adicd tocmai derivata functiei u in directia normalei Nj.
Pe langa cele doud probleme in practica se mai intalnesc si combinatii ale

lor. Sa consideram mai departe, numai ecuatii parabolice de forma particulara:

ou

4.7) =

D(x,D)u =f

si ecuatii hiperbolice de forma particulara:

139



2
@8) Y _p(Du-=r,
ot

unde D este dat in (1). Presupunem cd expresia D(x,D) este elipticd pe tot
domeniul de variatie al variabilei spatiale x.

PROBLEMA Cauchy pentru ecuatia parabolica (4.7). Fiind date doua

functii f:R"XxR,—R si o:R"—>R si se gaseasca o functie u:R"xR.—R care satisface

urmatoarele conditii:

(4.9) ‘%St"t) DDl t) = 1) Vs € RIXR
si
(4.10) (X,t)in(lgjo) u(x,t) = a(;), vx eRD,
unde (x,t)eR"xR..

conditia (4.10) se numeste conditia initiala a problemei Cauchy. Pe viitor conditia
(4.10) se va nota pe scurt u/—¢=a..

PROBLEMA Cauchy pentru ecuatia hiperbolica (4.8).

Articol . Fiind date trei functii f:R"x R.—R si a, B:R" >R si se giseasca o

functie u:R"x R.—R, care satisface urmatoarele conditii:

2
(4.11) a—u—D(X,D)u(x,t)z f(x,t), V(x,t)e R"xR
a2 +

(4.12) (X,t)in(li,Oju(X’ t) = a(;), vx e RT

s
. ou(x,t) —\ = n
4.1 -

WD S

unde (x,t)eR"xR,.

Conditiile initiale (4.12) si (4.13) le vom nota uf;_q = asiul,_o =B

Facem o importantd observatie relativd la toate problemele de mai sus.
Pentru ca enunturile acestor probleme sd fie complete trebuie sd mai indicdm si

clasele de functii din care fac parte coeficientii a;, a; s ao, functiile f, o, B s1 g,
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respectiv clasele de functii In care se cautd solutia u a problemei. Toate aceste
precizari se vor face in capitolele ce urmeaza cand se vor studia efectiv aceste
probleme.

Mai subliniem ca la studierea acestor probleme se urmaresc trei aspecte
principale. Existenta solutiei, unicitatea solutiei si gdsirea unor metode care sd ne

permita determinarea efectiva a solutiei sau a unei aproximatii a solutiei.

1.5. Probleme de fizica ce conduc la ecuatii cu derivate partiale de ordinul al

doilea.

Ecuatiile cu derivate partiale modeleaza fenomene din fizica, chimie, tehnica
etc. Astfel ecuatiile hiperbolice se intdlnesc la descrierea fenomenelor ondulatorii.
Ecuatiile parabolice descriu fenomene de transfer cum ar fi transferul de substante
in procesele de difuzie. Ecuatiile eliptice se intalnesc la fenomenele statice, deci la
fenomene care nu variaza in timp. Vom prezenta cateva exemple de descriere
matematica a unor probleme de fizica.

Sa consideram o coarda flexibild de lungime 1, fixata la capete care in pozitia
de echilibru si momentul t=0 coarda este scoasa din echilibru si incepe sa vibreze.
Ne propunem sda determindm pozitiile coardei pentru t > 0 presupunand ca se
cunoaste pozitia initiald a ei si vitezele punctelor ei la momentul t=0. Facem
urmatoarele ipoteze simplificatoare: asupra coardei actioneaza numai tensiunea si
fortele de inertie. Coarda vibreaza intr-un plan fix, §i deplasarea coardei de la
pozitia de echilibru este mica. O astfel de situatie se realizeaza daca scoteam
coarda din pozitia de echilibru si o lasdm sd vibreze. Transcriem in limbaj
matematic problema de mai sus. Alegem axele de coordonate x O u in planul
vibratiei astfel ca intervalul 0<x <1 sa coincidd cu pozitia de repaus a coardei.
Functia u va reprezenta deplasarea coardei de la pozitia de repaus. Pentru

determinarea pozitiei coardei va trebui sd gasim tocmai functia u=u(x,t).
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A

Alegem arbitrar un arc M;M, de pe coarda. Fie x; abscisa punctului M;,
1=1,2. Alegerea arcului considerat actioneazd tensiunea reprezentatd de vectorii

I—*:(xl.,t) 1=1,2 situati pe tangenta in M; la curba u=u(x,t):

Fortele de inertie care actioneaza asupra lui @ , sunt paralele cu axa Ox si

valoarea lor absoluta este:
X 2
2 0“u
- | p(x)—zdx
Xl ot
unde p(x) reprezinta densitatea coardei.
: . L . < PSRN
Din fizica se stie ca suma fortelor care actioneazad asupra arcului M;M, este

egald cu zero. Deci proiectiile acestei sume pe cele doud axe este egala cu zero:

(5.1) F(x,,t)cos a,- F(x1,t)cosa=0
) . *2 8%
(5.2) F(x5,t)sin a,- F(xy,t)sino — | p(x)—5-dx =0
X1 ot

(aict am notat cu F(x,;t) modulul fortei F(xi,t) st au o; unghiul format de tangenta

VRN
la MM, cu axa Ox.) Avem:
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si
ou
tga o
sina, = 1 = ox z@
\/1+tg2a- \/ (aujz OXly =x.
1 1+ - 1
Ox

X=X.
1
unde am tinut cont de faptul ca deplasarea coardei de la pozitia de echilibru este

2
foarte mica, deci Z—uia valori mici §1 atunci (Z—”J se poate neglija. Astfel din (5.1)
X X

obtinem egalitatea: F(x;,t)= F(xp,t). Arcul MM, fiind ales arbitrar, aceasta
egalitate ne aratd cd F nu depinde de x. Usor ne putem convinge cad functia F nu
depinde nici de timp. Intr-adevar, legea lui Hooke ne arati ci tensiunea variaza in
timp numai daca variaza lungimea coardei.

Insad lungimea coardei este dati de integrala:

1 2
| 1+(@j dx.
0 ox

Avand in vedere cd vibratiile sunt mici gasim ca:

I 2 1
) l+[@) dx = [dx =1.
0 ox 0
Deci lungimea coardei se poate considera neschimbata in timpul vibratiei.

Prin urmare F nu depinde de t. Cu aceste observatii, din (2) rezulta ca:

X 2
2
F a _u - p(x)a—;dx=0
28 X=X, Ox x=x; ) X ot
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a) Tinand seama de relatia

al w20
axx=x2 ox X=X X 8X2

obtinem egalitatea:
X 2 2
2| _07u 0“u
] F—2 - P(X)—2 x=0
X | ox ot
valabild pentru orice pereche de puncte x; si X, de pe intervalul (0,1) ceea ce este

posibil numai atunci cand:

2 2
o u o“u

FEY @t —o.
ox2 o2

Presupunand ca densitatea p este constantd si notand 2-F ajungem la
p

ecuatia coardei vibrante:
(5.3) @ = a2 %
ot ox
Problema de fizicd formatd initial se poate enunta matematic in felul
urmator: Sa se gdseasca functia u=u(x,t) definita pentru 0<x<l si t>0, care satisface
urmatoarele conditii:
o*u(x,t) 2 0%u(xy) _

10
o2 ox 2

0, V(x,)e(hxR,

ou(x,1t)

= y(x), Vx € (0,1)
ot =0

2° u(x, t)|t:0 = (),

3% u(0,H)=u(l,)=0, Vt>0,
unde ¢ si y sunt functii date. Functia ¢ reprezinta profilul initial al coardei iar
functia ¢ - viteza punctelor coardei in momentul initial. Deci am ajuns la o
problema Cauchy — Dirichlet pentru ecuatia coardei vibrante.

Trecem la prezentarea unei probleme de fizica care ne va conduce la ecuatia
caldurii.

Consideram o bara subtire, de lungime 1, asezatd de-a lungul intervalului

0<x <1 de pe axa ox a sistemului de coordonate x O u. Presupunand ca suprafata

144



laterald a barei este termic izolata, deci schimb de caldura intre bara si mediul
ambiant se produce numai prin cele doua capete ale barei si in orice moment,
admitand ca se cunoaste temperatura fiecaruia punct al barei la momentul t=0 si
temperatura ambelor capete in orice moment.

Presupunem ca temperatura barei, in sectiunile perpendiculare pe axa ei, este
constanta. Adica temperatura u depinde numai de abscisa x a barei si de timpul t.
Consideram o portiune oarecare MM, din bara, delimitata de abscisele x; si X.
Conform legii lui Fourier, cantitatea de cdldurd care intrd in portiunea M;M, din

capatul x; este data de egalitatea:

q(xl,t): — kr@
ox X=X1
iar prin capdtul x,, de egalitatea:
ou
q(xz,t) =—-kt— s
72

aici k este o costanta numita coeficientul de conductibilitate termica iar constanta t
este aria sectiunii perpendiculare a barei. Cresterea cantitatii de caldurd in

portiunea M;M; si in intervalul de timp (t,t,) este data de egalitatea:

t t ou ou
Q =jt2[q(xz,t)+q(x1,t)dt]=jtZkr — -— t
1 1 OX | x=x OX | x=x
2 1
sau
XAt
22 52
Q= | jkra—‘zldxdt
X t1 Ox

Pe de altad parte, aceasta crestere a cantitatii de caldurd se mai poate exprima

si cu cresterea temperaturii

Q= Xj? cpcs{u(x, ty )— u(x, t )}dx

Sau Ccu

x2t
Q= |
x1 tl

2 ou
cpo —dxdt
[cp o
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unde p este densitatea barei, iar ¢ este o constantd numita caldura specifica a barei.

Egaland cele doua integrale care exprima pe Q, gasim:

XAt 2
22
[ CpU@-kpa—; dxdt=0.
X1 ) ot ox

Tinand seama de faptul cad aceasta egalitate este adevarata pentru orice t;>0,

t,>0 si orice xy, x, € (0,1), gdsim ca:

2
cpa@—kpa—u=0
ot ax2
sau
2
(5.4) d_20u
ot ox2
unde a2 =X Deci temperatura barei satisface ecuatia (5.4) numitd ecuatia
cp
caldurii.

Problema fizicd pe care ne-am propus-o 0 putem transcrie prin urmatoarea
formulare matematica: Sa se gaseasca functia u=u(x,t) definita pentru 0<x<l si t>0

care satisface urmatoarele conditii:

0 u(x,t) —az 82u(x, t) _

0
1 5 0, V(x,t)e(0,])x R+

ot ox

2° u|t:0 = uO(X), Vvx € (0,1)

3% g = o) ul o =B) V>0
unde uy, a st B sunt functii date. Functia u, reprezintd temperatura barei la
momentul t=0, o ne da temperatura barei la capatul x=0, iar B temperatura barei la
capatul x=I, in orice moment t>0. Astfel problema considerata ne-a condus la o
problema Cauchy — Dirichlet pentru ecuatia caldurii.

Ultimul exemplu din fizica pe care il consideram ne va conduce la ecuatia
lui Laplace. Sa studiem ecuatia unui fluid intr-un domeniu Q din planul xOy.

Formulam urmatoarea problema: cunoscand vitezele fluidului pe frontiera lui Q sa

se determine aceste viteze in punctele domeniului Q. Facem aici niste ipoteze
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simplificatoare. Presupunem ca migcarea este stationara, adica viteza de migcare nu
depinde de timp; deci ea depinde numai de pozitia punctelor din Q. Notam cu
v(x,y) aceastd viteza. Presupunem ci existd potential u=u(x,t) al vitezei, adic:
;(x, y) = —gradu(x,y), V(X,y) € Q.

Mai presupunem ca in domeniul 2 nu exista nici o sursd, deci punctele prin

care sd apara sau sa dispara fluid. Aceasta ipoteza se exprima prin egalitatea:
div ;(X, y) =0, V(x,y) e Q.
Considerand ultimele egalitati, obtinem:
div gradu(x,y) =0, V(x,y) e Q

sau

8X2 8y2

(5.5) =0, V(x,y)e Q.

Prin urmare, potentialul vitezelor satisface ecuatia lui Laplace (5.5). Daca

mai tinem seama si de egalitatea

:11—; = %COS(N,X)-I— %COS(N, y) = (;,N_l)

unde N este normala la 9Q), exterioard fata de Q, iar N; este vectorul unitar in
directia lui N, atunci problema fizica consideratd se transpune astfel: sd se gaseasca

functia u=u(x,y) definitd in domeniul Q, care satisface urméatoarele conditii:

o*ux,y) | outxy) _

0
1 5 5 0, V(x, y) e
ox oy
20 dul ¢
dN|p0

unde f:0QQ—>R este o functie data. Problema fizica considerata ne-a condus la o

problema Neumann pentru ecuatia lui Laplace.
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2.Ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi. Clasificare. Reducerea la forma

canonica

Studiul unor fenomene fizice ca vibratiile firelor s membranelor, propagarea
caldurii, propagarea undelor electromagnetice s.a. conduc la ecuatii diferentiale cu
derivate partiale de ordinul doi. Deducerea acestor ecuatii ce descriu in timp si
spatiu evolutia fenomenului studiat se realizeaza prin aplicarea unor legi specifice
fenomenului respectiv tindndu-se seama de conditiile concrete de aparitia si
evolutia fenomenului respectiv. Din acest motiv, pe langa ecuatia diferentiald ce
reprezinta rezultatul modeldrii matematice a fenomenului studiat trebuie date
conditiile suplimentare concrete in care s-a realizat fenomenul, fapt ce asigurad in
general unicitatea §i existenta solutiei problemei cercetate.

Rezolvarea diferitelor probleme care conduc la ecuatii diferentiale cu
derivate partiale de ordinul doi este strans legatd de reducerea acestor ecuatii la
forme mai simple printr-o schimbare a variabilelor independente. Aceste forme
ireductibile la altele mai simple le vom numi forme canonice.

Fie ecuatia cu douad variabile independente x §i y:

2 2 o%u Bu

o0“u 0“u ou
(1) a(X, Y)ax_2+ 2b(X5Y)@+ C(XJY)y_’_d(X’y»uaa_X:g) =0

unde coeficientii a, b, ¢ si functia necunoscutd u sunt de clasi C*(D), Dc R’iar
a,b,c nenuli simultan in D.
Observam ca ecuatia (1) este liniara Tn general numai cu derivatele de
ordinul doi. Din acest motiv (1) se numeste ecuatie cvasiliniara (aproape liniara).
Ecuatiei (1) 11 atagam ecuatia
(2) a(x, y)dy? — 2b(x, y)dydx + c(x, y)dx> = 0
numitd ecuatia caracteristica a ecuatiei (1).

Sa consideram schimbarea de variabile:

) {& = &(x.y)

n=n(x,y)
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cu proprietatea 1]; # 0 ceea ce asigura posibilitatea determinarii lui x,y din (3).

(X = lPl (Z;n)’y = \Pz(éan))'
Pentru derivatele functiei u vom obtine:

4 M_M & o o audk aun

ox o8 ox on ox oy O& 8y on oy

2 2 2 2 2 2 2 o)
(5) 19u_0%u (23 +26_uﬁ.@+6_u(@] Lou 0% ou o%n

8x2 5§2 0&on ox ox 5112

2 2
TR i POV O BT e B
oy ae? \oy ogon dy oy

{az o%u o 8t 6%u (aa on | o an] o%u on o ou 0%
(7)

oxoy g2 ox oy oeom % ox oy ox o 2 ok oy o oxdy
au o
on  Oxoy
Inlocuind aceste expresii in (1) aceasta devine tot o ecuatia cvasiliniara:
2 2 2
0“u 0“u 0“u ou oOu
(1’) én _+2B£.: é:n _+D(§anau9_a_):0
A( )a};2 ( W ean + C )8n2 %o

unde noii coeficienti au expresiile:

2

08", 5, 060, [28
Aen=o E] e EE (%)
®) B<a,n>:a%.@+b[%@+%ﬁj+ﬁ@

ox Oy \0x0y Oyox) OyOdy
2 2
_a N Mo, [
C(z’;,n)—a[axj +2b6x6y+c(6yj

Vom determina schimbarea de variabile (3) astfel ca ecuatia (1°) sd ia o
forma cat mai simpla.

Deoarece ecuatia caracteristica (2) se descompune in doud ecuatii
diferentiale ordinare de ordinul intai rezultd cad cele doud familii de curbe integrale

pot fi reale, distincte, reale si confundate sau complex conjugate in functie de
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semnul expresiei 8(x,y)=b2(x,y)-a(x,y)-c(x,y). Ecuatiile diferentiale de tipul (1)
pot fi clasificate 1n:

I) Ecuatii de tip hiperbolic daca d(x,y)>0, V(x,y)eAcD

IT)  Ecuatii de tip parabolic daca 6(x,y)=0, V(x,y)e AcD

IIT)  Ecuatii de tip eliptic daca d(x,y)<0, V(x,y)e AcD.

I Reducerea la forma canonicd a ecuatiilor de tip hiperbolic (5>0).

Daca a si ¢ nu sunt simultan nuli, de exemplu a#0 ecuatia (2) se descompune

W)
© Ty D

=1, (x.y)
unde ; s1 W, sunt radacinile ecuatiei
2%) ap’-2bp+c=0.
b) Prin integrarea ecuatiei (9) se obtine
o (xy)=C
(10) ! L
¢2 (Xa Y) = C2
Printr-o deplasare pe una din curbele (10), avem respectiv:

0 0 0 0
ﬂdx+ﬂdy=0; —;{2 dx+—;’;2 dy =0.

Tinand seama ca (10) s-au obtinut prin integrarea ecuatiilor (9) rezulta:

%y 90y
_ 00X ___0x
oy oy

Inlocuind in (2°) avem:

2 2
0 ooy O 8
a[ﬂ] Lop A ¢1+c[ ¢1J -0

- ox ox 0y oy
(27) 5 ,
0 o0 B 8
a[ﬂJ L op P2 ¢2+c( ¢2j —0
ox ox Oy oy
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Comparand (2°’) cu (8) observam ca este indicatd urmatoarea schimbare de
variabile:

(11) {E.F(Pl(XaY)

n=0,(xy)

pentru care avem A=0, C=0. Coeficientul B nu poate fi nul. Intr-adevir, cu
schimbarea (11) B are expresia:

)

B= o oy [agolqu - b(gol + (02)+ c]

si tindnd seama de relatiile intre radacinile si coeficientii ecuatiei (2°) rezulta:

8¢1 .8(02 'aC—bZ
dy oy a

Deoarece prin ipotezi a=0 (@, si ¢, depind de y) , b*-ac>0 rezultd B=0.

B=2

Ecuatia (1) poate fi scrisad (:2B;) sub forma:

o%u fu du
12 H(é’”’“’a_a’%] -0

Ecuatia (12) este forma canonica a ecuatiei de tip hiperbolic.

II)  Reducerea la forma canonica a ecuatiilor de tip parabolic (6=0)

Cele doua ecuatii diferentiale (9) se reduc la una singura j_y = u(x,y), unde
X
u verifica:
2 _
ap—b=0

Fie ¢(x,y)=C integrala generala a ecuatiei j_y = u(x,y).
X

Pentru o deplasare pe una din aceste curbe avem:

a—(Ddx +a—¢dy =0.
ox oy
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o
Deducem usor ¢ p = —g—(’l‘) . Inlocuind in (14) obtinem:

oy

2 2
a(a_go) +2ba_¢a_¢+ca_¢> =0
ox ox dy  \ oy
222 99 _

Observam din (8) ca, daca facem schimbarea de variabile E=¢(x,y), N=x (sau
n=y) gasim A=0, B=0, C=a. Cum a#0, din (1) obtinem:
6%u ou du
(15) —+ P(i j
o2 5@ "on
Ecuatia (15) este forma canonica a ecuatiei de tip parabolic.
Am presupus a=0. Daci a=0, din conditia b*-ac=0 rezultd b=0 si ecuatia (1)

ar fi avut de la Inceput forma canonica.

IIl) Reducerea la forma canonica a ecuatiilor de tip eliptic (6<0)

Functiile p,; si y, din (9) sunt imaginar conjugate. Aceeasi proprietate vor
avea si functiile @; s1 @, din (10).
Cu schimbarea (11) ecuatia (1) s-a redus la (12). Pentru a reveni la functiile
reale, vom face o noud schimbare de variabile. Din egalitatile: E=a+if3;

n=0—ip deducem o = %(& +1), B= %(é +1).
1

Avem:

ou_1fou_.ou) . 0% _1[o*u_o%u
3 2\an o) G 4\ a2 op2)

Se obtine astfel forma canonicd a ecuatiei de tip eliptic:

2 2
o“u 0“u ou ou
1o 2, (B“a 8Bj

Observatie. Deoarece 6<0, ecuatia caracteristica (2) are curbele caracteristice

complex conjugate:
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Efectuand schimbarea de variabile:

{& = a(x,y)

n= B(X, y) (Xo Y) € Q,CuS(Q) <0

obtinem B(& ,n)=0, A(§ ,n)= C(§ ,n) si ecuatia (1) primeste forma canonica:

2 2
o“u 0°u * ou du
(17) 6§_2_$+E (é,n,u,a—é,aJ

3. Ecuatii liniare si omogene in raport cu derivatele de ordinul al doilea, cu
coeficienti constanti.

Sa consideram ecuatia:

2 2 2
(1) a8u+2b6u+06u=
6X2 Oxdy 6‘y2

0

unde a, b, ¢ sunt constante.

Ecuatia caracteristica atagata ecuatiei (1) este:

2
(2) a(ﬂJ Yoo,
dx dx

Radacinile p, si p, ale ecuatiei (2) sunt constante. Ecuatia (2) se Tnlocuieste
prin ecuatiile

dy - wdx =0, dy - p,dx = 0 care prin integrare dau:

Yy X= Cl )
unde C; si C, sunt constante.
Y HyX = C2

Vom aduce ecuatia (1) la forma canonica.

Cazul 1. Dacd 8=b*-ac > 0, ecuatia (1) este de tip hiperbolic p;#u, (reale). Cu
schimbarea de variabile

3 {% =y-px

N=y-H,X
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obtinem:

82u _M2é+2u " azu +H2 82u
PR 6&2 "2 geon 72 6112 ’
o%u . 62u_( N \82u B o%u
Oxdy H 8?;2 M HZ/%@H ) 6”112 ’

o%u 0% o%u  o%u
= +2 + .
oy pgg2  0Eon  gn?

Inlocuind in (1) si tinand seama ca p; si Y, sunt radacinile ecuatiei

ap’-2butc=0, obtinem ecuatia:

4.ac—bz . o%u B
a o&on
de unde obtinem forma canonica:
2
4) 1o
agan

Ecuatia (4) se integreaza imediat. Intr-adevir, scrisa sub forma:
@) 3(@] -0
o\ on

se obtine % = ¢(n). Integrand aceastd ultimi ecuatie, obtinem: u = [¢(n)dn + (&) sau

() u=f(S)+g(n).

Revenind la vechile variabile, solutia generala a ecuatiei (1) este:

(57) u(x,y)=t(y-pix)+g(y-px).

Cazul II. Daca 6=0, ecuatia este de tip parabolic, in ipoteza ca a0, u1=u2=2
a

si ecuatia diferentiald (2) se reduce la ady-bdx=0. Integrala generald a acestei
ecuatii este ay-bx=C.

Schimbarea de variabile:
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aduce ecuatia (1) la forma canonica
82u
—2 - 0 .
an

Intr-adevar in acest caz obtinem:

(6)

82u 2 82u 62u 82u
5= b 5 -2b >
ox ok acon  on

82u 82u 62u
=—ab +a ,

Oxdy oe?  kon

62u 2 62u
P )
oy g
si inlocuind in (1) obtinem ecuatia
2 2
a(ac—bz)a—;+aa—; =0
93 on

care se reduce (6=0) la (6).
Am presupus a=0. In caz contrar, din b*>-ac=0, ar rezulta b=0 si ecuatia ar fi
avut de la inceput forma canonicd. Pentru integrarea ecuatiei (6) observam ca

putem scrie:

i(@J=O de unde @=f(é).
onion on

Integrand inca o datd, obtinem u = nf(§)+g(n). Solutia generald a ecuatiei

(1) se obtine din aceasta revenind la vechile variabile:

(7) u (x, y)=x f(ay - bx)+g (ay - bx) .
Cazul I11. In cazul 8<0, ecuatia (1) este de tip eliptic, forma sa canonica este

ecuatia lui Laplace:

(8) —+—=0.
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4. Coarda infinita. Metoda schimbarii variabilelor (metoda lui D’ Alembert si

Euler). Formula lui D’Alembert.

Sa consideram ecuatia:
(1) =0

care se numeste ecuatia coardei vibrante sau ecuatia undelor plane omogene. Prin
coarda se intelege un corp perfect elastic la care doua din dimensiunile sale sunt
neglijabile 1n raport cu a treia. Daca lungimea coardei este mare si ne intereseaza
numai vibratiile unei portiuni, suficient de departate de capetele coardei astfel incat
aceasta sa nu influenteze portiunea care nu intereseazd, coarda se considera
infinita.

In studiul vibratiilor libere ale coardei, parametrii care intervin in aceasta
ecuatie au urmatoarele semnificatii:

Sa consideram o coardd de lungime 1 care, n repaus, ocupa pozitia AB pe

axa Ox, A s1 B avand abscisele O s11.

A(0) Mo(x) B() x

Fig.1
Fie M un punct al coardei si My(x) pozitia de repaus a acestui punct. Se
presupune cd orice punct M al coardei 1n vibratie se misca intr-un plan
perpendicular pe Ox.
Distanta MgM o notdm cu u si este functie de x si de timpul t, u=u(x,t).
Miscarea coardei se considera cunoscuta daca se cunoaste aceasta functie. Se arata
ca 1n absenta unor forte exterioare, functia u(x,t) verifica ecuatia (1) (care se mai

numeste ecuatia oscilatiilor libere ale coardei).
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2 . . . - o« . -

Constanta ¢’ are expresia ¢* = 2 , de unde p este densitatea specifica liniara
T,
0

a coardei, iar T, tensiunea la care este supusa coarda in pozitia de repaus.

Ecuatia (1) se intalneste si in probleme de propagarea undelor cand ¢’ are
alta semnificatie.

Problema pentru coarda infinitd constd in urmatoarele: sd se determine
functia u(x,t)eCX(Q), Q=[0,1]xR, care si verifice ecuatia (1) si care satisface

conditiile initiale:

(2) u(x,0) = f(x), (%jtzo =g(x), xel0l]

unde fadmite derivata de ordinul al doilea iar g admite derivata de ordinul intai pe
[0,1].

Egalitatea u(x,0)=f(x) ne da pozitia initiald a fiecarui punct M de pe coarda

1ar (%) =g(x), xe0.] viteza initiald pentru fiecare punct al coardei.
t=0

. C . 1 . C e
Ecuatia (1) este de tip hiperbolic (8 =—> 0). Ecuatia caracteristica:
C

[ dt jz 1
= | -—==0,
dx C2
se descompune in doua ecuatii diferentiale:
dx-cdt=0 si dx+cdt=0.
Solutiile generale (doua familii de curbe caracteristice):
x-ct=C; s1 x+ct=C,
Cu ajutorul schimbarii de variabile
E=x—ct
n=x+ct
. . 82u
obtinem pentru (1) forma canonica: ——=0.
ey
Solutia generala a acestei ecuatii este:
u=oE)+ry(m),

sau prin Tnlocuirea lui£si 7obtinem solutia generala a ecuatiei (1) de forma:
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3) u(x,h=e(x-ct)ry(xtct).
Vom determina aceste functii astfel ca u(x,t) sa satisfaca conditiile (2).
Avem:

% = —ccp'(x - ct)+ C‘P'(X + ct)

si cele doua conditii din (2) dau :
p(x) + ¥ (x) = f(x)

P'(x)+ () = —%g(x)

sau integrand in a doua egalitate,
o(x) +¥(x) = f(x)
1 X
o(x)-P(x)=—— [g(r)dr’
C XO
unde X, este o constanta arbitrard x,[0.1]. De aici rezulta:
1 1 X . 1 1 X
olx)= 5[f(x> - fg(r)dr] i P(x)= —[f(x) -] g(r)dr]
X, 2 X,

de unde deducem

1 1 X -ct
(o(x-ct)zz f(x-cty—— [g(r)dr
C
X
@) !
1 1 X +ct
P(x +ct)=—|fix+ct)—— [g(r)dr
2 c 4
0
Inlocuind (4) in (3) obtinem:
1 1 X+ ct
(5)  u(xt)= E[f(x —ct)+ f(x +ct)]+ % [g(v)dr .
¢ X—ct

Observam ca u(x,t) din (5) verifica conditiile (2).
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In ipotezele admise pentru f si g, functia (5) verifica si ecuatia (1). Se poate
ardta cd solutia este unica.

Metoda prin care am obtinut aceastd solutie se numeste metoda schimbarii
variabilelor sau metoda D ’Alembert si Euler.

Formula (5) este formula lui d’ Alembert.

Exemplu: Sa presupunem coarda infinitd in ambele sensuri si cd in

momentul initial are pozitia datd de:

), ,X € [0, 1]
u(x0)= {o x e R\[0,1]

lar viteza initiala este nuld, pentru orice punct al coardei (%j =0. Miscarea
t=0

coardei este caracterizata de : u(x,t)= %[f(x -ct) + f(x +ct)].

Observam ca f(x-ct)#0 numai pentru 0<x-—ct<1 adicd pentru ct <x <l+ct.
Graficul acestei functii se obtine din graficul functiei f(x) prin translatia de modul
ct in directia si sensul axei Ox. De asemenea, graficul functiei f(x+ct) se obtine din
graficul functiei f(x) prin translatia —ct, care se face in sens opus.

Acest rezultat are urmatoarea interpretare: perturbarea initiala a coardei pe

un interval [0,1] se propaga de-a lungul coardei in ambele sensuri prin doua unde,

una directa cu viteza c, alta inversa cu viteza —c.

Fig.2

Initial cele doua unde sunt suprapuse, apoi se despart si se indeparteaza una

de alta, mergand in sensuri opuse (fig.2).
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5. Coarda finita. Metoda separarii variabilelor (D. Bernoulli si Fourier).

In exemplul studiat anterior al coardei infinite au fost date numai conditii
initiale. Vom considera o coarda finita de lungime I care in pozitia de echilibru este

situata pe axa Ox, avand un capat in origine si celalalt capat in punctul A(l).(fig.1).

u |

0 x A x

Fig.1

Asupra coardei nu actioneaza forte exterioare. Coarda in acest caz executa

vibratii libere, avand astfel ecuatia:

62u 1 62u

e Y7, 0.1Lt>0
(1) w2 o2 o2 xe[0.1]

cu conditiile initiale:

(2) u(x,0) = f(x), (@] =g(x), xel0,1]
a Ji=0

precum si conditiile la limita:

3) u(0,t)=0, u(l,t)=0, t=0.

Problema pentru coarda finitd consta in urmatoarele: sd se determine functia
u(x,t)eC*(A), A=[0,]]xR, care si verifice conditiile (2) si (3). Pentru
compatibilitatea conditiilor (2) si (3) trebuie sa avem f(0)=f(1)=0 si g(0)=g(1)=0.
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Pentru rezolvarea problemei puse vom folosi metoda Fourier sau metoda
separarii variabilelor.

Aceasta constd in a cduta pentru ecuatia (1) solutii de forma:

(1) ux,H=X(x)T(t)
care verifica (2) si (3).

Derivam si introducem in (1):

X"(x)- T(t) = %X(x) T(1).
C

Eliminand solutia banald u(x,t)=0 putem imparti cu X(x) T(t) si variabilele
se separa:

X' _ 1T

1
X(x) 2 T

Valoarea comuna a acestor doua rapoarte este constanta. In caz contrar intre
cele doua variabile x si t am avea o relatie (x si t nu ar mai fi independente).

Avem de integrat ecuatiile:

®)) X"(x)—kX(x) =0

si

(6) T'(t)—ke2 - T(t) = 0 .

Valorile constantei k vor fi precizate prin conditiile la limita.

Functia (4) verifica relatiile (2) si (3) daca si numai daca:

(7)  X(0)=0, X()=0
(astfel T(t)=0 care conduce la solutia banald).

Se pune problema de a detrermina valorile lui k astfel ca ecuatia (5) sa
admita solutii nebanale care verifica (7) (problema Sturm-Liouville).

Cazul 1° k>0. Ecuatia caracteristici a ecuatiei (5) este r’-k=0 care are
radicini reale si distincte r; ;=*++/k . Solutia generali a ecuatiei (5) este:

X(x) = Clex/EX + C2e_\/EX
Conditiile (7) dau:

5

C,+C,=0, cle*/El + cze‘\/El ~0
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cu solutia C;=C,=0. Obtinem solutia banala care nu convine.

Cazul 2% k=0. Solutia generali a ecuatiei (5) este X(x)=C;x+C,. In acest caz
conditiile la limita (7) dau C,=0, C,1+C,=0. Rezulta C;=C,=0 si obtinem din nou
solutia banala.

Cazul 3% k<0. Notim k=-A%>, A>0. Radicinile ecuatiei carcacteristice sunt
11 ;=i\ iar solutia generala a ecuatiei (5) este de forma: X(x) = C,coskx + C,sinkx.

Conditiile la limita dau:C;=0, C,sinAl=0.

Pentru a nu obtine din nou solutia banala, vom lua C,=0, C,#0, sin Al=0.

Rezulta:
= n%, nefl2..}.

Valorile proprii ale problemei sunt (cele care dau valori nebanale):

2
ky = —(HT’T) nefl2,..).

iar functiile proprii, in afara unui factor lipsit de importanta, au expresiile:
. n7x
X (x)=sin I
Deoarece valorile constantei k sunt precizate, ecuatia (6) devine:

nzc

() + (Tj T(t) = 0.
Solutia generald a acestei ecuatii este:
T, ()= AncosnTmt + aninnTﬂCt , ne{l2,..}.

Functiile de forma (4) care verifica ecuatia (1) si conditiile la limita (3) sunt:
up (x,1) = X (x)- Ty (1)

adica,

+anin mlmtj-sin nﬂX, ne{l.2,..}.

&) up(xt)= (Ancos nct |

Conform principiului suprapunerii efectelor , cautam o solutie u(x,t) de

forma:
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9) u(x,t) = % up (x,1)
n=l1

despre care presupunem ca este convergentd si ca poate fi derivatd termen cu

termen de doua ori in raport cu x si de doua ori 1n rapot cu t:

ox? n=l ox? a2 0=l a?

Se observa usor ca functiile u(x,t) din (8) verifica ecuatia (1) deoarece u,(X,t)
este solutie a acestei ecuatii. Functia u(x,t) din (8) , verifica si conditiile la limita.
Constantele A, si B, le determindm impunand ca u(x,t) din (8) sd verifice si
conditiile initiale.

Avem:

o0 o0
ux,0)= > up(x,0)= Ansinnﬂ
n=1 n=I 1

o0 o0
(@j =3 (@j =3 DMe B i MX
OJ)t=0 n=l\dt)y=g n=t 1 ™ 1

Folosind conditiile (2) obtinem:

o0
Y A sin 2 = f(x)
n=l I 1

D nmuc . nnx
B sin =g(x).
nél By 1 g(x)

Vom presupune ca functiile f(x) si g(x) indeplinesc conditiile lui Dirichlet,
deci pot fi dezvoltate in serie numai de sinusuri pe intervalul (0,I). Perioada
prelungirilor acestor functii este T=21. Avem:

10)  Ap=3

1 |

jf(x)sinn—ﬂxdx, B, = 2 | g(x)sinn—ﬂxdx

0 1 nmnc () 1

Solutia problemei (2) este (9) cu coeficientii (10).

Observatie Functia u,(x,t) verificand ecuatia (1) cu conditiile la limita (3),

caracterizeaza o oscilatie proprie a coardei. Aceastd oscilatie are perioada

Ty = 2m_2 st amplitudinea \/A% + Brz1 -|sin nTﬂX‘ :

®p nC

Indltimea sunetului datorit unei oscilatii este cu atit mai mare cu cat

perioada este mai mica, iar intensitatea sunetului este cu atit mai mare cu cat
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amplitudinea vibratiei este mai mare. Fiecare oscilatie proprie a coardei
corespunde unui ton simplu al coardei. Egalitatea (8) aratd ca sunetul emis de
coardd in vibratie este o suprapunere de tonuri simple.

Stim cad A, si B, formeaza un sir strict descrescitor. Amplitudinea oscilatiei
caracterizata prin u,(X,t) descreste cand n creste. Tonul fundamental care are
intensitatea cea mai mare, deci va corespunde oscilatiei u;(x,t). Celelalte tonuri
simple care au intensitatea mai mica si inaltimea mai mare, prin suprapunerea lor

peste tonul fundamental dau timbrul sunetului.

6. Ecuatii de tip eliptic. Formularea problemelor la limita.Solutii particulare

ale ecuatiei lui Laplace.

Dintre ecuatiile de tip eliptic cele mai des intalnite sunt:

2 2 2
(1) ‘ g +9 g +9 ; =0 ((Au=0) — ecuatia lui Laplace (1749-1827))
5x ay 82
si
2 2 2
(2) ‘ ;l + ‘ ; + g ; =1f(X,y,z) (ecuatia lui Poisson (1781-1840))
8x ay 82

Ecuatiile de tip eliptic intervin in studiul problemelor de teoria potentialului
si 1n studiul fenomenelor stationare (fenomene ce nu depind de timpul t). Astfel

temperatura u(x,y,z) a unui camp termic stationar verifica ecuatia (1) , iar daca

. SR o o . Do F
existd surse de cdldurda ea verificd ecuatia lui Poisson (2) unde f=-— , F

k
densitatea surselor de caldura si k coeficient de conductibilitate termica.

Intrucat cu ajutorul ecuatiilor de tip eliptic se studiazi fenomene ce nu
depind de variabila t la aceste ecuatii nu se impun conditii initiale ci doar conditii
de limita.

Pentru a afla functia u(x,y,z) a unui camp termic stationar ecuatiei (1)

respectiv (2) 1 se impun una din urmatoarele conditii la limita:
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1). Se dau valorile temperaturii u(x,y,z) in punctele unei suprafete S care
este frontiera domeniului D = R? in care se studiaza fenomenul, adic se impune
conditia:  p;) u(x,y,z) | s = f; (f continua data ).

2). Se da fluxul de caldura prin suprafata S care este frontiera domeniului D

— R’ in care se studiaza fenomenul , dat prin: p,) % = f,, (f; continua datd) unde

nis
du . .. - . . .
™ este derivata functiei scalare u(x,y,z) dupd directia vectorului
n
- - -

n:cosa-i+cosﬂ-;+cosy-; cu =1, a=<(i,0x), f=<(i,0y),y =<(i,0z),

du du du du
— =—cosa@+—cos f+—cosy.
dn dx dy dz

3). Se da schimbul de caldura prin suprafata S intre corpul delimitat de
suprafata S in care se studiazd fenomenul si mediul inconjurdtor a carui

temperatura se cunoaste prin:
P3) u-cosa + %cos B = 1, (functie continua data).
n

Conditia p;) se mai numeste prima conditie la limitd, sau prima problema la
limita pentru ecuatia (1) sau (2) sau problema Dirichlet.
Conditia p,) se mai numeste a doua conditie la limita pentru ecuatia (1) sau
(2) si se numeste problema lui Neumann(1903-1957—matematician de origine
maghiara) .
Conditia p;) se numeste a treia conditie la limita pentru ecuatia (1) sau (2) si
se vede ca este o combiatie dintre p;) $i py).
Daca se cere functia u(x,y,z) care verifica ecutia (1) sau (2) cu una din cele
trei conditii la limita, in interirorul domeniului Q (se cere uin int 2 ) avem de a
o s face cu problema exterioara corespunzatoare.
Sa enuntam primele doud probleme interioare si
exterioare:

I). Problema lui Dirichlet interioara relativa la

domeniul Q si ecuatia (1) . Sa se afle functia u(x,y,z)
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ce verifica conditiile: a) ueC(Q); b) ue C*(Q); ¢) Au=0; d) u | s=f.

IT). Problema Iui Dirichlet exterioara relativa la domeniul Q si ecuatia (1) .

Si se afle functia u(x,y,z) ce verificd conditiile: a) ueC(Q’); b) ueC¥Q); ¢)
Au=0; d) u | ¢=f.

II1). Problema lui Neumann interioara relativa la domeniul Q si ecuatia (1).

Sa se afle functia u(x,y,z) ce verifica conditiile: a) , b) , ¢) din 1) si d)%
n

=f.

N

IV). Problema lui Neumann exterioara relativa la domeniul Q  si ecuatia

(1). Si se afle functia u(x,y,z) ce verificd conditiile: a) , b) , ¢) din II) si d) % =/
n

N

( f'n toate cele patru probleme , functie continua data ).

Solutii particulare ale ecuatiei lui Laplace.

Prezinta interes solutiile cu simetrie sferica respectiv cu simetrie cilindrica
ale ecuatiei lui Laplace.

1). O solutie a ecuatiei lui Laplace se numeste simetrie sferica daca este o
solutie a ecuatiei lui Laplace care depinde numai de distanta de la un punct
oarecare din spatiu la un punct fix . Astfel se stie ca potentialul cAmpului creat de o
sarcind electrica punctiforma, depinde numai de distanta de la un punct oarecare in
spatiu 1n care se masoard campul la punctul in care este asezata sarcina electrica

punctiforma.

Fie O(0,0,0) si M(x,y,z); dM,0)=+/x*> +y* +z* =r.
Vom cauta pentru ecuatia lui Laplace Au=0, solutii de forma u=f{(r).

Observam ca trebuie sa avem:

2 2 2
OF O, 0T,
ox> oy oz’

Dar:

o’ f
ox?

I"2 —x2
]/'3 .f'(r)’

X+
;
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afy

o e s
oy’
a {=Z—2-f"<r>+” G
oz" r

Prin  1inlocuirea  §i  efectuarea  calculelor = obtinem  ecuatia

diferentiala: /() +£- f'(r)=0 sau S () =-=, de unde, prin integrare:
r

f'lry o

In £(r)=2In r+ln ¢; si f'(r):c—‘z. Rezulta f(r):—c—‘+c2. Luand ¢;= -1 si ¢c,=0
r r

: 1 : : : . .
obtinem u=f(r)=— care este o solutie cu simetrie sferica a ecuatiei lui Laplace ;
r

prezintd interes practic intrucat cu aproximatia unui factor constant ea ne da
potentialul cdmpului creat de o sarcina electricd punctiorma.

2) O solutie a ecuatiei lui Laplace se zice cu simetrie cilindrica daca depinde
numai de distanta de la un punct oarecare din spatiu la o axa din spatiu. Campul
electric creat de o linie electricd incarcata depinde numai de distanta de la un
punct din spatiu in care se masoara campul pand la linia Incdrcatd respectiva. Sa

presupunem ca axa fixad din spatiu este axa Oz.

Atunci d(M,0z)=4/x> + y* .

Ne propunem sa aflam solutii de forma u=f(p) pentru Au=0.

Au=0 =>Af(p)=0 <L L O _

AZ ax ay2
P .
\M(x,y,z) Dar:
|
1 62f _x_2 " pz_xz
| ¥ axz _pz f (p)+ ,03 f(p)
/ jl W !
lp=nfsT+y" a2 yz 2
> :?-f"(p)+ f(/0)

Inlocuind obtinem: f"(p)+ ey f'(p)=0 cu solutia f(p)=ciIn p+c,. Luand c,=
P

-1,c,= 0 obtinem u=f(p)=1nl care prezintd interes teoretic deoarece cu ajutorul ei
Yo

se pot obtine alte ecuatii Laplace si prezintd interes practic deoarece cu
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aproximatia unui factor constant ea ne da marimea campului creat de o linie

electrica incarcata.

7. Problema lui Dirichlet- pentru cerc . Formula lui Poisson.

Trebuie sa aflam functia u(x,y)
care verifica ecuatia lui Laplace:

0*u o’u B

ox® ’ oy® 0

(1

cu conditia:

2) u | ~f, ( f continua data ).
Pentru problema interioara solutia u trebuie sa fie marginita in origine, iar
pentru problema exterioara solutia u trebuie sa fie marginitd la infinit. Pentru a

impune mai usor conditia la limita (2), vom trece la coordonate polare:

3) {xzp-cose p=Axt+ Y

.= (3) y unde k=0 dacd Mel, k=1 daca
y=p-sinf 0=arctg—+kr
X
Mell sau III, k=2 daca MelV. Observam ca: 8—'O:i, a—pzl, 9 __ r
ox p ) ox P

9 _ x
oy p
Obtinem:

Oou_Ou Op Ou 90 x Ou_y Ou
ox 0p ox 00 ox p Op p* 00

8u_8u.8_p+8_u'%_y ou x Ou

= . + -
oy dp dy 090 oy p op pd 90

* Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)-matematician german.
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Calculam apoi:

8%’_2(5_”)_2. X Ou_y Ouj_
ox* ox \ox) ox \p dp p°> 00

0
p—X

o’u op  o*u 06 o
= ~ ot ot 5, T o
P op p \Op° Ox 0Op-00 ox ol 00 p- \0Op-00 ox 060" Ox

op
2P oy o o op au_aeJ
- .80 . op . .
de unde dupa inlocuirea =~ si . si efectuarea calculelor obtinem:
X X

y? .azu _|_/02—x2 Ou  2xy Ou

4 o’u x* 0*u 2xy 0’u
R s L
ox~ p° Op- p’ Op-00 p° 06 P op p° 00

In mod analog gasim:

5) 0’u =y_2. 0’u L2 0’u +i. 0’u . p>—y> ou 2xy Ou -
o> p° op° p’ oOp-08 pt 067 p>  op pt 00
Inlocuim (4) si (5) in ecuatia (1), obtinem:

0’u 82u=x2+y2.82u+x2+y2'82u+2p2—(x2+y2).8_u=

Au = 0
ax2 ayZ ,02 aIOZ ,04 802 p3 ap
sau
’'u 1 0*u 1 ou )
ct— oyt =0 =
op~- p°- 00 p Op

, 0u ou 0%u

6 : +p—+ =0
(6) P P o

cu conditia la limitd
(7) ul po=t.
Pentru rezolvarea problemei (6),(7) vom folosi metoda separarii variabilelor.
Cautam o solutie de forma:
(8) u(p,0)=R(p)-T(0).

Obsevam ca:

Ou . 0%u . ou )
—=R'(p)-T(O 1 =R"(p)-T(O , lar —=R(p)-T'(0 1
o (p)-TO) s Py (p)-T(0) 20 (p)TO) s
0’u ,
S5 =Rp) T'O)

Inlocuind in (6) obtinem:
p*-R"(p)-TO)+p-R'(p)-TO)+R(p)-T"(6)=0
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de unde prin impartire la R(p)-T(8) =0 obtinem:

, R'(p) _ R(p)_ T"(0)
9 - R __ .
®) P Rip) P RGp) T T0)

Membrul stang al ecuatiei (9) fiind o functie numai de p, iar membrul drept
fiind o functie numai de @, egalitatea lor este posibild pentru orice p si orice
6 ,numai daca cei doi membrii au aceasii valoare constantd pe care o notdm cu A;
obtinem din (9) urmatoarele ecuatii:

(10)  T"(0)+1-T@)=0
si

(11)  p*-R'(p)+p-R'(p)=A-R(p)=0.

Functia cdutata ca solutie u(p,8) trebuie sa fie periodica in raport cu 6 cu
perioada 2m, adica sa avem: u(p,0+2n) = u(p,0), deoarece u trebuie sa aiba aceeasi
valoare 1n acelasi punct. Pentru aceasta 7(9) trebuie sa fie periodica cu perioada
2n. Avem, deci de gasit valorile parametrului real A, pentru care ecuatia (10) are
solutii nebanale, periodice cu perioada 2rt. Ecuatia (10) este o ecuatie diferentiala
liniard omogena cu coeficienti constanti cu ecuatia caracteristica :

r’ +A=0=n, =+J- 1

Cazul 1. 2=0. Avem r=r,=0 s1 T(@)=A4-1+B-0. Vom determina A s1 B
astfel incat 7(9)sa fie periodica cu perioada 2,
adica:T(@ +27)=T(0)=> A+B-(0+27r)=A+B-0=>B=0=T(@)=4 —constant o
solutie banala inacceptabila.

Cazul II. A<0. Gisim T(@)=A-¢*"* +B-e** care este o solutie
exponentiald reald si ca atare nu este periodica.

Cazul III. A>0. Ecuatia caracteristicd are radacinile complexe conjugate
r, =tJ- 1 =%, deci {cos(eﬁ), sin(eﬁ)} este un sistem fundamental de solutii
pentru ecuatia (10), 1ar solutia generala este:

T(0)=A-cos(OA) + B -sin(6+/1).

Determinam A si B astfel incat: 7(0 + 27)=T(9).
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Dar:7(0 +27) = A-cos(6 + 27)\JA + B -sin(6 + 27)/4 .TinaAnd seama de faptul ci
perioada este 27 rezultd cd: (6 + 27)WJA — 64 =2n7 sau 27y A =2nz de unde:

(12) A =n®, n=0,1,2,..

Deci solutia generala a ecuatiei (10) este:

(13) T (0)=A,-cosn@+B, -sinnf, n=0,1,2,..

Cu valorile proprii (12) gasite, ecuatia (11) devine:

(117 p’-R"(p)+p-R'(p)—n"-R(p)=0
care este o ecuatie de tip Euler.

Pentru integrarea ecuatiei (11") vom folosi schimbarea de varibild p=e¢'.

dt 1 o

Obtinem succesiv:tzlnp,d—:—ze ,R'(p):d_R_dR dr _ dR
o P

=— —=e¢'-— sl
dp dt dp dt

) d’*R d (dR) d ( _, dR) dt ., dR _, d’R)
R'(p)=—F=—|—|=—|e"-— | —=|-e'-—+e'-—5 |-¢" deunde
dp®> dp \dp) dt dt ) dp dt dt

d’R dR) & : : : .
R"(p)=e* ( 0 _Zj' Inlocuind R'(p)si R"(p) ecuatia (11") devine:
t
d’R . e e e g .
ol R =0 care este o ecuatie diferentiala liniarda omogena cu coeficienti
t

constanti avand ecuatia caracteristica r’- n°=0 cu radacinile r, =*n sideci solutia
generala: R =C,e” + D,e™ sau:

(14) R, (p)=C,-p"+D,-p™".

Pentru problema lui Dirichlet interioara trebuie sa luam D,=0 deoarece in

I | . . I ..
caz contrar p™" =— —» o0 pentru p—0 si solutia u nu ar fi marginita in origine.
Y2,

Pentru problema lui Dirichlet exterioara trebuie sa luam C,=0, in caz contrar
p'—o0 pentru p—»oo si solutia n-ar fi marginita la co. Deci am gasit:

(14) R (p)=C,-p" daca p<a(i-interioard)
si

(14.) R (p)=D, p™" daca p>a(e-exterioard).
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Am gasit astfel pentru ecuatia (6) solutiile:

(15) u,(p.0)=R,(p)-T,(0)=p" (4, -cosnd+B, -sinnd)pentru p< a unde
A,=4,-C,si 4,=B,-C,si

(15¢) u,(p,0)=R,(p) T,(O)=p" ~(A,j‘ -cosn@ + B -sin né’) pentru p> a unde
A'w=A, -D §iB. =B, -D,

Conform principiului suprapunerii efectelor, cautdm o solutie de forma:

(16y) u(p,0)= Zp ( .cosn@+ B, sinn@ldacd p<asi

(16¢) u(p,0)=> p" -(A,f -cosnf + B, -sinné?), daca p>a.
n=0

Vom determina coeficintii A ,, B,, 4, B’

n n

astfel incat solutia (16;)

respectiv(16.) sa verifice conditia u | p=a=1.

si

Facand in (16;) si (16.) pe p=a si tinand seama ca u | o—a—1, obtinem:

(17) u(a,0)= Za ( .cosn@+B, sinn@)zf,dacd p<a

(17¢) u(a,0)=> a™ (An -cosnf + B, ~sinn9)=f,dacd p=a.

n=0

In (17) si (17.) avem dezvoltarile in serie ale functiei f, in serie Fourier

trigonometrica, periodica de perioada 2m, coeficientii acestor dezvoltari 1i obtinem

astfel:
. — 1 2z
a' A, =— jf(t) cosnt - dt
7 0
. = 1 2r >
a" B =— jf(z) sin nt - dt
T 0
de unde:
o 1 2z
4,=— n~jf(t)-cosnt-dt o
(18) e ne{l,2,3..} si d,=——- [ f(t)-dt.
B_ 1 27[ 0

Daca inlocuim (18;) in (16;) obtinem:
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n

o 2z 2z I
-Zp -(If(t)-cosnt-coan-dt+If(t)-sinnt-sinn0-dtJ+AO
n=1 0 0

u(p,0)=

1
s a

sau

u(p,0) = Ay + i(ﬁ}” -sz(t)~cosn(t—t9)-dt

T n=1 a

care mai poate fi scrisa si astfel:

(19) u(p,@)=i-2.ff(t)~{l+2~i(§)n -cosn(t—@)]dt [0<£<1j.

n=1 a
Suma seriei care figureaza sub semnul de integrare din relatia (19) poate fi
calculata pornind de la identitatea:

wﬁn. _ '.wﬁn.‘ _ :wﬁn.in(t—ﬁ)
Z((J cosn(t—0)+i Z((J sinn(t — ) ;(aj e .

n=1 n=1

Seria Z[ﬁj e""® este o serie geometricd, convergenti pentru £ <1
n=1 a

a
(conditie Tndeplinita) si avand suma:

E_ei(t—ﬁ)
g__a B o, _p[a-cos(t—@)—p+i-a-sin(t—é?)]
e _ p a® —2ap-cos(t—6)+ p’

1_P i) a
a

deci:

(L) cosnr— gy - Pla-cost=6)~ p)]
Z(aj cosn(f 9)_a2—2ap-cos(t—9)+p2'

n=1

Cu aceasta relatia (19) devine:

u(p,m:i-jf(z)-{n 2placostt=0)~ p)] }.dt

a® —2ap-cos(t—6) + p’

sau dupa efectuarea calculelor din paranteza {...}obtinem:

) 2 2z
20 =P S0 & -

Formula (20) se numeste formula lui Poisson.
Functia u(p,0)din (20) verificd ecuatia (1) a lui Laplace si conditia la limita

(2). Se poate arata ca indeplineste si conditia de a fi continud pe QUC daca f(t) este
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continud. Functia u(p,0)din (20) este solutia problemei lui Dirichlet pentru

interiorul cercului cu centrul in origine si de raza a.

Din (17.) obtinem in mod analog:
n 2
A =—- Jf(t)-cosnt-dt .
V4 |
(21.) 0 neil2,3.1 s A= [f@)-dt
By =" [ f(t)-sinnt-dt G
T 0

a

Procedand ca in problema Dirichlet interioara din relatiile (16.), (17.) si

(21,) obtinem in cele din urma:

2 2 2z
22 oL - d -
@ o= e -0

Formula (22) se numeste formula lui Poisson.
Functia u(p,6) din (22) verifica ecuatia (1) a lui Laplace si conditia la limita
(2). Se poate arita ci indeplineste si conditia de a fi continui pe Q UC daca f(t)

este continud. Functia u(p,0)_din (22) este solutia solutia problemei lui Dirichlet

pentru exteriorul cercului cu centrul 1n origine si de raza a.

8. Problema lui Neumann pentru interiorul cercului.

Sa se determine functia u astfel incat Au=0, ( x2+y2=32) si % = f(9).
Ric

Procedand ca in cazul problemei Dirichlet se obtine solutia (1):

u(p,0) =4, +ip" -(An -cosnd+ B, -sinn&)

n=1

unde:

1 2z . 1 27 .
n-a"' A =—- If(t)-cosnt-dt sin-a"'-B, =—- Jf(f)'SIHHf'dta
T T 9

dupa care insumarea se face imediat daca tinem seama de agalitatea:

2> q"- cosnna =In(1-2g-cosa+q°)
n=1
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(A ramane nedeterminat). Solutia problemei Neumann pentru interiorul cercului

x*+y’<a’ si conditia la limita % = f(0) este:
p=a
2z 2 2
a a” —2ap-cos(t—0)+
u(p.0)=A, —~— [ (&) In P 2( VYR
2z a

Formula de mai sus se numeste formula lui Dini.

9. Ecuatia caldurii.

Sa considerdm o bara rectilinie situatd pe axa Ox si sd notam cu u(x,t)

temperatura In punctul M(x) al barei la momentul t.

Y

O

y
T M
*ﬂ\\).\\\’\
—_—\l7 7/ VAV AV AN/
L

-

X

In ipoteza ca intre suprafata barei si mediul inconjurator nu exista schimb de
caldura, se arata ca u(x,t) verifica ecuatia:

azu_ 1 ou

xr a® ot

(1)

2 o o v w . . .-
unde a” este o constantd pozitiva care depinde de natura materialului din care este

facuta bara:a’ = , k-coeficientul de conductibilitate termica, c-este caldura

c-p
specificd si p-densitatea. Bara este presupusa omogena si izotropa.
Ecuatia (1) se numeste ecuatia caldurii. In R si R® (1) are forma:

ou 82u_1 ou

+
ox* oy a® ot

(1

si respectiv:

0*u 0’u 62u_1 ou

+ + —
ox* oy’ 0z° a® ot

(1)
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Ne vom ocupa de ecuatia (1) la care addugadm conditia initiala:
(2) u(x,0)= f(x), xR

care precizeaza distributia temperaturilor la momentul t=0.
Vom cauta solutii particulare ale ecuatiei (1) de forma:

3) u(x,t)=X(x)-T().
Derivam si inlocuind in (1) obtinem: X"(x)- T () :L2 X(x)-T'(®).
a

Vom elimina solutia banala u(x,7)=0 si prin Impartire la X(x)-T(t) obtinem:

X"(x) _

1LT0_,
X(x) o> T@)

(1)

(k-constanta, deorece x si t sunt independente).
Obtinem ecuatiile:
4) T'(t)—ka® -T(t)=0

si
(%) X"(x)—k-X(x)=0 .
Din ecuatia (4) obtinem solutia generala:

T(t)=C-e"", C-constanti.

Se pot prezenta trei cazuri:

1) k>0. Cand timpul t creste,

T(1)| creste putdnd sa depasasca orice valoare.

Aceeasi proprietate o va avea si |u(x,?)|, oricare ar fi punctul M(x) al barei. Acest

caz este inacceptabil din punct de vedere fizic.

2) k=0.Avem T(t)=C, temperatura in fiecare punct al barei nu depinde de
timp. Si acest caz este inacceptabil.

3) k<0. Notam k=—A7, 1>0. Solutiile generale ale ecuatiilor (4) si (5) sunt:

X(x)=C,-cosAx+C, -sinAx gi T(1)=C-e**",

unde C,, C,, C sunt constante arbitrare.

Solutiile (3) ale ecuatiei (1) sunt:

(6)  u(x,t,A)=[A(1)cos Ax + B(A)-sin Ax]- e *"

unde A(L)=C-C, si B(L)=C-C..
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Deoarece conditiile la limita lipsesc, toate valorile strict pozitive ale lui A
sunt Indreptatite.

Vom incerca sd determindm solutia problemei sub forma:

0

(7) u(x,t) = j u(x,t,A)-dA

0
care inlocuieste seria din cazul cand avem valori proprii i functii proprii.

Conditia initiala (2) da:

0

j u(x,0,2)-dA = f(x)

0

sau, tindnd seama de (6),

(8) [A(2) - cos Ax + B(A) - sin Ax]- dA = f(x).

O ey 8

In relatia de mai sus, sd considerdam pentru functia f(x) reprezentarea ei

printr-o integrald Fourier: f(x) = 1
T

S ey 8

da - jf(r)-cosz(x—r)-dr.
Aceasta egalitate se mai scrie:

fx)=

S ey 8

L cos Ax - If(r)-cos/lr-dr+sinix- If(r)-sin/lr-dr -dA .
V4 - S

Comparand cu (8), observam ca:
AAy =L Tf(r)-cosm-dr,B(z) L Tf(r)-sin/lr-dr .
o2, T
Cu aceasta (6) devine:
9) u(x,t, 1) = % : T f(r)- e " cosA(x—1)-dr.

Inlocuind relatia (9) in relatia (7) obtinem:

u(x,t) = iy de% T f(r)-e ¥ cos Ax—1) - dr
T 0

—00

sau, schimband ordinea de integrare:

u(x,t) = L Tf(r) -dr- Tef““ cosA(x—1)-dA.
T -0

0
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© 7()(—1)‘
Integrala [e ™" -cos A(x—7)- dA =2i\/§ .e % ;>0 (integrala Poisson) , si

0 a

solutia problemei se mai scrie:

_(x-7)?

jf(r) e 4 .dr.

(10)  u(x,0)=

1
2a\/_

Aceastd formulid se generalizeazd pentru R si R’. Astfel, pentru R’,

Au = 1. % cu u(x,y,z,0)=f(x,y,z), M(x,y,z)eR’ solutia este:

2
a

(=& +(y-n)’ +(z=¢)*

[[renoe = azdp-dc

(11)  u(x,y,z,0)= (261\/_) ]i

in ipoteza ca f(x,y,z) este continud, marginita si absolut integrabila.

10. Proprietatii ale functiilor armonice. Prima formula a lui Green. A doua

formula a lui Green.

Prima formula a lui Green.

Fie u si v doud functii cu derivate partiale pand la ordinul doi, continue intr-

un domeniu DcR’. Notam S=Fr(D). In aceste conditii avem:
(1) J.J‘u —-ds —”.[[u -Av+ grad u - grad v]- do

unde n este normala la suprafata S.
((1) este prima formula a lui Green).
Pentru a justifica formula (1) vom scrie formula lui Gauss-Ostrogradschi

pentru vectorul @ =u- grad v:

jj&-ﬁ-ds:jljj.jdivﬁ-dw

S

A - ov . 0V . .
In acestcaz a-ii=u = deoarece grad vii = P n fiind considerat un versor.
n

n

Pe de alta parte diva=u-Av+ grad u - grad v, ceea ce rezulta prin calcul direct asupra
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lui d=u-2.7 +u -@-j+u ?IE (sau prin calcul cu nabla). Formula (1) se obtine
zZ

ox oy

apoi prin simpla inlocuire in formula Gauss-Ostrogradschi.

A doua formula a lui Green.

In aceleasi conditii asupra lui u si v, avem:
(2) ”(u-@—v-a—uj-dS:IJ‘I(u-Av—v-Au)-da).
S
Demostratie. Schimband rolurile lui u si v in (1) obtinem:

jjv.a_u.dszjjj(v-Au+gmdu-gmdv)-da).
s Oon 5

Scazand aceasta relatie din (1) obtinem formula (2).

Consecintd. Dacd u si v sunt functii armonice In domeniul marginit de

suprafata S, avem:
3) ”u-@-ds=”v~2—u~ds
S
si
ou
(4) js [ — ds=0.

Demonstratie. Aceste proprietdtii ale functiilor armonice rezultd direct din

formula (2), deoarece Au=0 si Av=0. In particular, proprietatea a doua rezulti din
prima daca luam v=1.

Are loc si

Teorema (de reprezentare a functiilor armonice n forma integrald).

. . RN . 3 . . . .
Fie u o functie armonica in domeniul DcR” si S frontiera acestui domeniu.

Atunci pentru orice punct MyeD avem:

o 1)
iR S VS D

r On on

() uMy=f ,

unde r este distanta de la M, la punctul curent M eS.
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Demonstratiec. Pornim de la a doua formuld a lui Green (2), in care

<y 1 .o . . . IR C e
consideram v=—, adica solutia cu simetrie sferica in raport cu M,, a ecutiei lui
r

Laplace. Deoarece in punctul M, functia v nu este definita, folosind faptul ca
acesta este interior multimii D, vom izola acest punct cu o vecindtate sferica
V(My,e), cu cetrul in M,, de raza g, suficient de mica pentru ca V(My,e)cD. Vom
nota cu S, suprafata (frontiera) sferei V(My,e). In domeniul D;= D \V(M,,¢), atat u

cat si v sunt armonice, deci putem aplica formula(2):

Semnul — apare din cauza ca normala n, in integrala pe S, se considera pe

exteriorul sferei, in timp ce in formula (2) ar trebui s se considere spre interior.

L 1.1 .
Se observa ca deoarece u=— §i v=— sunt armonice pe D;, avem:
r r

] u.@_l.a_” . ds ” [jd ”1 ou

Prin calcul direct al derivatei dupa normala, gasim:

1) 4

on or g’

5

deci, prima integrala pe S, devine:
ig
J' J‘ u-—" e =
5, on

* . .
unde u este o valoare medie a lui u pe S,.

—— 4z’ u' =—4r-u",
82

In mod analog, pentru a doua integrali pe S,, gisim:

“'l ou ds = ﬂ.gz.(a_”j :47;.3.(8_”J ,
r on on on
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unde (2—”) este o valoare medie a lui Z—” pe S..
n n

In concluzie putem scrie ca:

a(lj 10 uY
” u-—r——-a—u -ds:—47r-u*+47z~5~(—uj .

on

In aceasta egalitate € este arbitrar; atunci cdnd €—0, in baza continuitati

.. * . . ou ) e e -

functiei u, u tinde la u(My), iar (8_) are, de asemenea, o limita finita, astfel ca
n

ultimul termen tinde la zero. Se vede cd prin aceasta tercere la limtd se obtine
tocmai formula (5).

Obsevatii.

1.Teorema precedentd ramane valabilda dacd D este un subdomeniu al
domeniului de armonicitate al functiei u.

2.Formula (5) arata ca valorile functiei armonice u, in punctele M,,
interioare lui D, sunt determinate de valorile pe frontiera S, si de valorile derivatei
dupa normald pe S. Asa cum am vazut deja in problema lui Dirichlet pentru cerc,
in general determinarea lui u nu necesitd cunoasterea ambelor grupuri de valori;

cunoasterea valorilor lui u pe S conduce la o problema Dirichlet, iar cunoasterea

lui Z—M pe S conduce la o problemd Neumann.
n

3.0 formula analoaga cu (5) se poate obtine pentru functiile armonice in

g . . . e o 1 .
domenii din plan. Pentru aceasta folosim solutia cu simetrie cilindrica, v=In—, si
r

gasim in mod analog:

unde C este o curba inchisa astfel incat Mye(C)cD.
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In cele ce urmeazia vom prezenta doud consecinte importante ale formulei
(5): teorema de medie si principiul extremului:

Teoremd (de medie pentru functiile armonice).

Daca u este o functie armonica pe domeniul D, MyeD si S este o sfera cu

centrul in M, de raza a, inclusa cu interiorul in D, avem:

(6) u(M,) = ! -quds

4ma’®

Demonstratie. In formula (5) cosideram pe r =a si observand ca:

on or a’

r=a

obtinem:

1 0 1 1
M(MO):%'.Uﬁ'dS—’_L‘wz -J;J.u-ds:m-_gu-ds

(deoarece prima integrala este nula (relatia (4))).

Deoarece 4ma’ este tocmai aria suprafetei S, se spune ci u(My) este media
valorilor lui u pe S.

Teoremd. (principiul extremului pentru functii armonice).

Valorile extreme ale unei functii armonice pe un domeniu D se ating pe
frontiera acestui domeniu (cu exceptia constantelor).

Demonstratie. Sa presupunem prin reducere la absurd ca functia u, armonica

pe D, isi atinge maximul intr-un punct My, interior lui D. Fie V(M,,€) o vecinatate
sferica a lui M,, de raza ¢, suficient de micd astfel incat V(M,,e)cD, si fie S
frontiera acestei sfere.

Dacd u nu este constantd, valoarea medie u’, pe S, este strict mai mica decat
u(My). Pe de alta parte, aplicand teorema de medie integralei duble din formula (6)
ob;inem:u(MO)=u*.

Contradictia obtinuta arata ca nu este posibil ca My sa fie interior domeniului D.

Observatie. Cu toate ca in formula (5) sunt exprimate valorile functiei

armonice u in functie de valorile ei pe frontierd si de valorile derivatei sale dupa
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normald, pe frontierd, aceastd formuld nu este de prea mare folos in practica. O

metoda eficientd in rezolvarea problemelor Dirichlet si Neumann, este aceea a

functiilor lui Green, care constd in reducerea problemei Dirichlet la o problema

particulard, aceasta depinzand numai de formula domeniului D.

10. Probleme propuse.

1. Sa se reducad la forma canonicd, ecuatiile cu derivate partiale de ordinul dot:

1%

2%

82u 62u 62u
5 +3 +2 5 =
ox Ox0y  dy
82u 82u 82u
2 2T
0x Ox0y ¢y

0

X +2 +y " —5+x—+y—=0
ox2 Ox0y 2 oy
2% 20%u  u au
— -y —+x—-y—=0
8X2 6y2 ox oy
2 82u 282u
) + X —2=0
ox oy
82u azu 82u
5 + =0
8X2 Oxdy 5‘y2
2 2 2
y28121+2 8u+2X28_121+y@:0
ox X0y dy oy
2 2 2
a—;—2sinx ou —coszxa—;—cosx@=0
ox Ox0y dy

2 2
X2—8 4 y2—a u+2X@=0
Ox

4 }
8x2 8y2
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2. Sa se integreze ecuatia coardei:

o’u _L@zu B
ox?  ¢* ot

cu conditiile:
u(0,t)=0, u(l,t)=0

%-x, OSXSé
u(x,0)
2—h-(l—x), T ex<
l 2
ou
1 —(x,0)=0
$ at(x )

R:u(x,t)= 8_}21 . i (_ 1) SN (2” J; 1)7DC . COS (2n +Zl)7rct -

cu conditiile:
u(0,t)=0, u(l,t)=0

u(x,0)= —j—zh x(x—=1),xelo,/]

. ou
— =0.
Y Ot |,y
R:u(x,t)= 323h i (2” + 1) oS (2n +Zl)7rct .

T nO 2n+1 Z

4. Sa se determine u(x,t) care satisface ecuatia:

2 2
gt? +x22x_b;+x2_z:0axe (0.7} # & (=o0,20)

cu conditiile:
U(X,t+2TC):L1(X,t), Xe [091]9 te (—O0,00)
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u(0,t)=0, u(L,t)=f(t), te(-00,0)

unde f(t) este o functie de perioada 2n definita astfel:

sin ¢
5—4cost

1 &(x) .
R:u(x,t =—-E — | - t.
u(x,t) 5 (21) sin n

n=1

f=

5. Sa se determine functia u(x,t) care verifica ecuatia:
Ou_1 ou
o> x Ox
cu conditiile:
u(x,tH2m)=u(x,t),
u(0,H)=f(t),
unde f{(t) este o functie de perioada 2n definita astfel:

1
f(t) :ma XE[O,l], tE(-O0,00)

1 2

0 —lnzx
R:u(x,t)y=—+ ~Zzn~ez -cosnt.
n=1

W | —
(SSH )

6. Sa se reduca la forma canonica si sa se integreze ecuatia:

2 2 2
x28 ?—2xy Ou +yza 1;t+2y8_u:0
ox Ox0y oy oy

u=x-f(x-y)+y(x-y).

2 2 2
b) Tu 30U H0U_y
ox oxoy Oy

ou
u(O,y)zy,a(o,y)=3y2

u=(y—x)3 +2(y—x)+(2x—y)2 +2x—y
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0%u 0*u 0*u
c) ~+5 + .
Ox oxoy Oy

u(x,2x)=e ", u(x,3x)=e"

u=e"* +e -1

2 2 2
d) 682[—58u+ab;=
Ox oxoy Oy

u(x,0) =sin x + cos x, Z—u(x, 0)=3cosx—2sinx
y

u(x,y)=sin(x +3y) +cos(x +2y)

0’u , 0’u ou _ ou

¢ x* - : +X—=—y-—=
) o’ 4 oy’ ox 4 oy

0

u(x,l):ex,(a—uJ =x-e "
V),

u(x,y)=shxy+ ch
y

f) xz.azu ) o0’u 2’82u+x.8u y’a_uz
ox oy
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CAPITOLUL VII

ELEMENTE DE CALCUL VARIATIONAL

1. Probleme geometrice si mecanice de calcul variational. Functionali. Functii

admisibile. Clasificarea extremelor functionalelor (extreme absolute, extreme

relative). LLemele fundamentale ale calculului variational.

Vom defini notiunile de baza ale calculului variational pornind de la ideile

sugerate de cateva probleme de extremum clasice.

1) Problema brachistocronei.

Prima problema de calcul variational a fost problema brachistocronei.
Un punct material M porneste din A

fard viteza initiald si se miscd sub actiunea

0 A(a,0) X
] gravitatiei pe arcul de curba AB cuprinsa
intr-un plan vertical (fig.1). Problema
bz brachistocronei constd in urmadtoarele:
B(b.y,) dintre toate curbele netede ce unesc
y " punctele A si B sd se determine aceea pe
Fig.1.

care punctul M ajunge din A in B in
timpul cel mai scurt.

Viteza lui M 1n fiecare punct al arcului AB este:

V—§=1/2 y .

dt
Timpul in care punctul material M descrie arcul AB va fi dat

de:T:J%:i “i/%z

+dx, y=y(x),x€[a,b].
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Deci timpul T necesar ca punctul material (mobilul) sa ajungad din A in B pe

arcul y=y(x), xe[a,b], are expresia (T[y]):

Spunem ca timpul este o functionald de tip integrald care depinde de y si
care verifica conditiile y(a)=0, y(b)=y;.

Functionala (1) are ca domeniu de definitie functiile de clasd C'[a,b] care
trec prin punctele date A si B.Aceste functii se numesc linii admisibile in cazul
problemei brachistocronei sau traiectoriei optimale. Problema revine deci la a
determina curba y(x)eC'[a,b] care trece prin punctele A si B pentru care

functionala (1) ia valoarea minima.

2) Problema geodezicelor.

Fie (S) o portiune neteda de
suprafatd a carei ecuatie sub forma
implicita este F(x,y,z)=0, iar AB un arc
de curba, apartinand suprafetei (S) si care
trece prin punctele A si B de pe suprafata
(S). (fig.2). Numim curba geodezica a
suprafetei orice arc de curba de pe

Fig. 2 suprafata (S) ce realizeazd minimul
distantei dintre douda puncte de pe
suprafata.

Dacd y=y(x), z=z(x), x€[a,b], y,zeC'[a,b] sunt ecuatiile parametrice ale

unui arc de curba de pe suprafata (S) ce trece prin A si B, atunci lungimea arcului

AR este datd de:

(2) 1[y(x),z(x)]= I\/l +y?(x)+z7 (%) -dx .
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In acest fel, problema geodezicelor consti in determinarea functiilor y(x) si
z(x) de clasi C'[a,b] care si treacd prin A, B si sa satisfaca ecuatia suprafetei, deci
F(x,y(x),z(x))=0 si sa realizeze minimul functionalei (2) care depinde de doua
functii necunoscute y(x) si z(x). Multimea liniilor admisibile pentru functionala (2)
reprezinta totalitatea arcelor de curba de pe suprafata (S) cu tangenta continua si

care trece prin punctele date A si B. In plan, geodezicele sunt segmente de dreapta.

3) Problema suprafetelor minime(Plateau).

Data fiind o curba simpla inchisa

C, situatd 1in spatiul cu trei dimensiuni,

z4 se cere sd se determine suprafata
deschisa (S) marginitd de aceasta curba

si care are aria minima.

Fie TI'=pryo,C, A=prso,S si

7=7(X,y), (X,y)€A ecuatia suprafetei (S)

O b4
L (fig.3)

w Aria suprafetei (S) este data de

egalitatea:
Fig.3.
2 2
(3)1[2]:AS:U 1+[%j + & ~dx - dy
iy ox oy

Avem de determinat functia z=z(x,y) care face minima integrala (3) si ia

valorile z=¢(x,y) pe curba I', frontiera domeniului A.

4) Probleme de extremum coditionat.

Cele trei exemple considerate reprezintd probleme tipice de calcul
variational (extremum neconditionat). O altd clasa de probleme de calcul
variational o constituie problemele de extremum conditionat.

a. Problema formei de echilibru unui fir greu flexibil si inextensibil de

lungime data, fixat la capete (fig.4).
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Pozitia de echilibru corespunde cazului cand ordonata centrului de greutate

yg are valoarea minima. Fie E:y=y(x) ecuatia de echilibru. Atunci:
1 ¢ ,
(4) yG=7~fy~\/1+y2~dx
Y h
‘ (l-lungimeaAB)lzj 1+y'% -dx.

Problema formei de echilibru a

lantisorului  constd 1in determinarea

functiei y=y(x)eC'[a,b] care si treacd

A B

Fig 4 prin punctele A s1 B, s verifice conditia
b
‘lz'[wll +y'* -dx i sa realizeze minimul

functionalei (4).
b. Problema izoperimetrica.
Se cere curba plana inchisd, de lungime 1 care delimiteazd un domeniu
marginit de arie maxima. Fie x=x (t),y=y(t), te[a,b] ecuatiile parametrice ale unei
curbe C. Avem: x(a)= x(b),y(a)= y(b). Conditia ca lungimea curbei C si fie 1 se

scrie:
®)) i\/x'z +y"”? dt=1,

iar aria marginitd de aceastd curba este datd de integrala:

(6) A== [(yx'—xy')-dt

e 1

1
2
Avem de determinat x= x(t),y=y(t) supuse la coditiile x(a)= x(b), y(a)= y(b)
care verifica (5) si fac integrala (6) maxima.
In exemplele prezentate mai sus s-a pus problema extremelor unor integrale
care depind de functiile care intervin sub semnul de integrare. Astfel, in primul

exemplu, avem o integrala de forma:

(7 )= [Fx,y,y)-dx,
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in al doilea o integrala:
b
(8) 1y.z)=[F(x,p,2,y',2") - dx,

iar 1n al treilea:

ou O
9) I[u]:J;J.F(x,y,u,a—u,é)-dx-dy.

X

Definitie. Fie F o multime de functii. Daca fiecdrei functii feF facem sa-i
corespundd un numar real, vom spune ca avem o functionald I[f] definitd pe F cu
valori in R.

Definitie. Se numeste vecinatate de ordinul n al functiei fyeF, multimea

functiilor feF care pentru orice xe[a,b] verifica inegalitatile:

[f) = fux)|<e
') = fin)|<e

(10)

£ = | <&
unde € este un numar strict pozitiv dat (n=0-vecindtate de ordinul zero).

Definitie. Diferenta 0fy(x)=f(x)-fo(x), x€[a,b] se numeste variatia
argumentului functionalei I[f] cand se trece de la functia fyeF la functia feF.

In exemplele expuse de mai sus am vazut ci nu toate functiile multimii F pe
care este definita o functionala I[f] sunt luate in considerare in problema respectiva
(de minim sau maxim).

Definitie. Se numesc functii admisibile intr-o problema de extremum a unei
functionale I[f], feF, acele functii din F care satisfac conditiile suplimentare
impuse de problema respectiva.

Sa precizam ce se intelege prin maximul sau minimul unei functionale.

Fie I[f] o functionald definitd pe multimea F si G, multimea functiilor
admisibile intr-o problema de extremum a functionalei I[f]. Evident, GCF.

Definitie. Se spune ca I[f] admite un maxim absolut pentru fyeG, daca

pentru orice functie fe G avem:
I[fo] 2 I[f].
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Daca pentru orice functie fe G avem:

I[fo] < I[f],

atunci se spune ca fy realezeaza un minim absolut al functionalei I[f].

Ca si petru extremele unei functii, uneori ne intereseaza, nu extremele
absolute ale unei functionale, ci extremele relative in care notiunea de vecinatate
joaca un rol important.

Definitie. Se spune ca functionala I [f] admite un maxim relativ tare pentru
foeG daca exista o vecindtate de ordinul zero a functiei fj astfel incat, pentru orice
functie fe G, continutd in aceastd vecinatate,

I[fo] = I[f]

Daca aceasta inegalitate are loc numai pentru functiile feG situate intr-o
vecindtate de ordinul intai a functiei fy, se spune ca I[f] admite pentru fy un maxim
relativ slab.

Analog se definesc minimele relative tari si slabe ale functiei I[f].

Maximele si minimele unei functionale se numesc extremele acelei
functionale.

Evident, orice extrem absolut al unei functionale este si extremum relativ
tare. De asemenea, orice extremum relativ tare indeplineste si conditiile unui
extremum relativ slab.

In cele ce urmeazi vom determina conditii necesare de extremum ralativ
slab, acestea fiind conditii necesare si pentru un extremum relativ tare sau pentru
un extremum absolut. Pentru stabilirea unor astfel de conditii vom utiliza doud
teoreme ajutatoare care se numesc lemele fundamentale ale calculului variational.

LEMA 1 (Lagrange). Fie functia fe C[a,b]. Daca
b
(11) [ £G)-n(x)-dx=0

. . . - . . - 1 . . -
pentru orice functie continua cu derivata continud, neC[a,b] si care verifica

conditiile n(a) = n(b) = 0, atunci f(x)=0 pe [a,b].
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Demonstratie. Sd presupunem ca intr-un punct ce[a,b] am avea f(c)#0. Daca

c=a atunci pe baza continuitatii rezultd f(a)#0. Analog, pentru c=b. De aceea vom
admite ca f(c)#0, ce(a,b). Putem considera f(c)>0 (astfel inmultim cu(-1) relatia
(11) . Deoarece feC[a,b] si f(c)>0 rezultd ca exista intervalul (o), a < ¢ < B,

continut in [a,b],

o
e
o
N e e
G-‘I__I

astfel incat sa avem: f(x)>0,Vxe(a,p).

Consideram functia:

- (x- P xe(a p)
n(x)_{O ,x%(a,ﬂ)

Observam ci 1(x) satisface conditiile lemei (p(a) = n(b) = 0 si neC'[a,b]) si
b B
j F(x)-n(x)-dx = j f(x)-(x—a)* - (x=B)* -dx>0 deoarece f(x)>0 pentru xe(a,p).

Inegalitatea obtinutd cotrazice egalitatea (11) din lema s1 lema este astfel
demonstrata.

LEMA 2 (Du Bois Raymond). Fie functia continud geC[a,b]. Daca
b
(12)  [g()-n'(x)-dx=0

pentru orice functie neC'[a,b] care verifici conditiile n(a) = n(b) = 0, atunci g(x)
este constanta in intervalul [a,b], deci g(x)= constant.
Prin combinarea celor doud leme obtinem o propozitie de baza continand
cele doua leme si care se aplica la deducerea conditiilor necesare de extremum.
LEMA FUNDAMENTALA A CALCULULUI VARIA TIONAL. Fie

functiile continue f,geC[a,b]. Daca

(13) [lr ) nx) + g(0)-n'(0)]-dx =0
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pentru orice functie neC'[a,b] care verificd conditiile n(a) = n(b) = 0, atunci

functia g este derivabila pe [a,b] s1 g'(x) = f(x).

Demonstratie. Consideram functia F(x) :I f(#)-dt .Observam ca F'(x)=f(x) s1

deci:

[ £G)-n(x)- dx=[(x) - dF (x) =n(x) - F(x), = [ F(x) - 7'(x) - dx ==[ F(x)- () - dx.

Cu aceasta (13) devine:
[[e) - FG)]-7'(x) - dx=0.

Pe baza lemei 2 rezultd g(x)-F(x)= constant, de unde g'(x)=f(x). Cu aceasta

lema fundamentala este demonstrata.

b
2.Functionale de forma /[y]= _[ F(x,y,y")-dx.Conditii necesare de extrem.

Ecuatia lui Euler. Conditia lui L.egendre.

Sa consideram functionala:
b
(1) y)=[F(x,p, " - dx

definita pe o multime F de functii y(x), xe[a,b]. Vom determina o conditie
necesara de extremum relativ considerand ca functii admisibile functiile yeF, de
clasd C*[a,b] si care verifica in plus conditiile la limita:

(1) y(@)=y1, y(b)=y2.

Fie y(x) functia care realizeaza un extremum relativ pentru (1) si n(x)
arbitrard de clasd C*[a,b] cu 1(a)=0 si 1(b)=0.

Functia:

3 Y®)=yX) tan),
unde o este un parametru mic in modul, este evident cd o functie admisibila si

apartine unei vecinatdti de ordinul intai date a functiei y(x) pentru |o| suficient de
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mic. Inlocuind in (1) pe y(x) cuY(x) si presupuniand n(x) fixa, obtinem o integrala

in functie de parametrul o:

b

o] = [ Flx. yx) + an(x),y'(x) + an'(x))- d.

a

Dacd y(x) realizeaza un extremum relativ al integralei in multimea tuturor
functiilor admisibile, acesta va trebui sd fie un extremum relativ si In multimea
Y(x) obtinute din (3) pentru diferite valori ale lui a. Conditia necesara de
extremum este 3'(0)=0.

Observam ca:

b
3[0]= [{F, [ v,y @] 700 + Fy ey, y' 0] ')} v
oF . OF 1. : L
unde F, = . i F, :?.Ultlmul termen poate fi integrat prin parti:
v y

[Foey ) '@ -de=[n@) - Foep.)] [0 %F (x.7.7") - dx

Datorita faptului ca n(a) = n(b) = 0, primul termen din membrul drept al

egalitati de mai sus este nul. Deci, conditia 3'(0)=0 devine:
f d
(4) S'(O) = I[Fy(x’yay') _5Fy’(x7y9y’)j| 77(x) ~dx = 07

in care functia y=y(x) realizeazd un extremum al integralei (1), iar y'=y’(x) este
derivata sa. Egalitatea (4) are loc pentru orice m(x)eC’[a,b] supusi conditiilor

n(a)=0, n(b)=0. Cu ajutorul lemei 1, deducem ca functia y(x) verifica ecuatia:
! d !
(5) Fy(xay:y)_d_Fy’(x:yay)zo'
X

Ecuatia (5) se numeste ecuatia lui Euler corespunzatoare functionalei (1) si
se mai poate scrie si sub forma:
() Fyys y'4Fyyy +Fyy —F,=0,
F

0*F 0*F 0*

ayfz Tt T 8y-6‘y” xy' _ax‘ayr

unde F, =

Am obtinut astfel urmédtorul rezultat:
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Teoremd_(Euler). Daci F(x,y,y’)eC’[a,b] si daci y(x) realiueazi un

b
extremum relativ la integralei I[y]= _[ F(x,y,y")-dx in multimea functiilor din clasa

C? [a,b] care satisfac conditiile la limitd y(a)=y,, y(b)=y,, atunci y(x) verifici
ecuatia lui Euler (5).

Observatie. Ecuatia lui Euler este o conditie necesara, dar nu suficienta
pentru functia y(x) care realizeaza un extremum al functionalei (1).

Definitie. Orice curba integrald a ecuatiei lui Euler (5) se numeste extremala
a functionalei (1) chiar daca aceasta nu realizeaza un extremum al functionalei.

Conditia lui Legendre.

Pentru determinarea naturi extremului unei functionale, un rol important il

joacad variatia de ordinul doi:
b
5> 1ly)=[[P)-n* + 0@) - n* ] dx

unde

d
P(x) = Fyy - E Fyy' s Q(x) = Fy'y' .

Observam ca variatia de ordinul doi este forma patratica in raport cun sin'.
Are loc:

Teorema (Legendre). 5° - I[y;n]20< F,, 0.

De aici avem:

b
Teorema (Legendre). Fie functionala I[y]:IF(x, y,y")-dx  definitd pe

multimea liniilor admisibile D= yeC[a,bl,y(a)=y1,y(b)=y> . Conditia necesara ca
linia extremald y=y(x), xe[a,b] si realizeze minimul functionalei I[y] este ca de-a
lungul extremalei sa fie indeplinita inegalitatea:

(6) Fyy( y)20.

Analog, pentru ca linia extremald y=y(x), xe[a,b] sa realizeze maximul
functionalei I[y] este ca, de-a lungul ei sa fie indeplinitd inegalitatea:

(7 Fyy( y)<0.
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Observatie. Relatiile (6) si (7) se obtin din 62 - I[y;7]> 0 sau §* - I[y;n]<0.

3. Functionale continand derivate de ordin superior. Ecuatia Euler — Poisson.

Conditia lui Legendre. Exemplu.

Fie functionala:
b
(1) I[y]:IF(x,y,y',...,y(“))dx

definita pe multimea liniilor admisibile:

D= {y e C"[a,b] / yP(a)=yE,yP(b)=y%, ke{0,,..,n —1}} unde
FeC*(ab]xA,.,) A,., cR™, xe[a,b]. In multimea liniilor admisibile D, se cere sa
se determine functia yeC"[a,b] care verificd la capetele intervalului [a,b]
conditiile:

(2) ya)y=y", ¥ (B) =", ke{0,L,..,n-1}
si realizeaza extremul functionalei (1).

Functia y cu proprietatile de mai sus verifica ecuatia:

d d’ d”

(3) R Fto SFem ()T R, =0

dx dx dx" v
numitd ecuatia lui Euler-Poisson.

Demonstratia celor de mai sus se face astfel: daca y(x) este o functie care
realizeaza un extremum relativ in multimea D care satisface (2), atunci y(x)
realizeaza un extremum relativ si in multimea functiilor Y(x)=y(x)+on(x), unde
n(x) este o functie fixd din clasa C*"[a,b] anulandu-se in punctele a si b impreuna
cu derivatele sale pand la ordinul n-1 inclusiv, iar o este un parametru care ia
valori suficient de mici in modul. Inlocuind in (1) pe y(x) cu Y(x) se obtine o

integrala functie de o

b
3(a) = IF(x,y +an, y+an', ..., ™ +on™)dx,

care va trebui sa aiba un extremum pentru a=0. Pentru aceasta este necesar ca
3'(0)=0.
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Avem:
b
~' _ ] (n)
3(0) —'[[nFy +N'E, +...4m Fym ]dx
Integrand prin parti obtinem:

b
J-n(k)Fyde — [n(k DF o

d d
O LE S KR

de unde
b b dk
@ !n(k)Fy(k)dx = (-1)f j 1) F .
ke{l,2,....n} MP@=n®®b)=0, k=0,n-1).
Deci:
42 &
(5) F(0) = j F, ——F to Bt 1) = } n(x) dx

Datorita acestei egalitati si a lemei 1 , conditia 3'(0)=0 se reduce la (3) si
deci y este determinat.

Calculand variatia de ordinul doi §°I[y;n] se poate arata ca pentru ca linia
extremald y = y(x), x €[a,b] sa realizeze minimul functionalei (1) este necesar ca de-
a lungul ei sa avem:

(6) F o m()20
iar pentru ca linia extremald y=y(x),x €[a,b] si realizeze maximul functionalei
(1) este necesar ca de-a lungul ei sa avem:

(7) Fm()<0.

Inegalitatile (6) si (7) reprezintd conditiile lui Legendre corespunzatoare

functionalei (1), de-a lungul extremalei y =y(x).

Exemplu. Fie functionala I[y]= (2y+ y"z)d definitd pe multimea liniilor

O'—.'—‘

admisibile D ={yeC*[0,1], »(0)=y(1)=0,y'(0)=y'(1)=0}. S se determine linia

admisibila care realizeaza extremul functionalei si sa se specifice natura acestuia.
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"2

Avem F=2y+y" siecuatia Euler-Poisson va fi:

d . d
F, = R+ SF. =0

de unde obtinem y* +1=0 cu solutia generali

4
y= —)2(—4+A1x3 +ALX +AX +A,

Constantele se determind din conditiile y(0)=y(1)=0, y’(0)=y’(1)=0 ceea ce

asigurd ca linia extremald sa fie o linie admisibild. Obtinem:

4 3 2
X X

- X
B S S S T
V=Tt g el

Deoarece F,..(y)=2>0 conditia lui Legendre arata ca linia extremala

realizeaza minimul functionalei. Se obtine 7 [y]= L

720

4.Functionale depinzind de mai multe functii. Sistemul Euler-Lagrange.

Conditia Legendre. Exemplu.

Sa consideram functionala 1:D — R,

(1) [y, Yo ¥ ]= [ FY Y0¥ Y'Y ', X

definita pe multimea liniilor admisibile:
D=1{y, € C'[a,b], Yk = 1,n| y,(@) =y, ¥, (b) = vy, k € {1,2,...,n}

si Fe Cz([a,b]x A, ), A, C R*™.,x e [a,b] .

In multimea liniilor admisibile D, se cere si se determine functiile
Y,,¥,.y, €C'[a,b], si care verifica la capete conditiile la limita:

(2)  yi(@=y,,y,(0)=y,, kell2,...n
si se realizeazad extremul functionalei (1).

Are loc urmatoarea

Teoremd: Dacid FeC’([a,b]xA,,) si functiile vy,,y,,..,y, €D realizeaza

extremul functionalei (1) atunci ele verifica ecuatiile:
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(3) F —i(F j:o, ke{l2,.,n

e dx\l Vi

((3) — sistemul lui Euler-Lagrange corespunzator functionalei (1))

Demonstratie: Consideram o multime particulard de functii admisibile de

forma:
Y, (x) =y, (x)+a,n,(x), xe[a,blke{l,2,..n} unde {y,.y,...y,} este sistemul de
functii pentru care functionala (1) admite un extremum relativ, n,(x) sunt n functii

fixate arbitrare din clasa C?[a,b] care se anuleaza in extremititile a si b, iar oy

k =1,n sunt n parametri cu valori mici in modul.
fnlocuind Y(x) in (1) obtinem:
b
S(ocl,az yeens O ) = L F(x,y1 +om,y, +o,Mn,,...,y, +a.n,,y,+tan’ ...y +on', ,)dx

Functia de mai sus, de n variabile, va trebui sd admitd un extremum relativ

pentru a,=o,=....=a,=0. Pentru aceasta este necesar ca:
03 03 03
=0, =0,..., =0 pentrua, =0, =..=a, =0.
oo, oo, oo,
Deci

b
-F +n' -F, [dc=0, ke{l,2,..n}.
L (nk ¥, LI yk) { }

Integrand prin parti si tinand seama ca n, (a)=mn,(b)=0 , obtinem:

e ooodx

J(F —iF' j-nk(x)dx:0, ke{l,2,..,n.}.

Folosind Lema 1 se obtine sistemul (3).
Observatie: Orice solutie a sistemului (3) se numeste extremald a

functionalei (1). O extremala particulara este complet determinata prin conditiile la

limita (2).

Fie y:(§l,§2,...,§n)eD o extremalda a functionaler (1) s fie

O°F (). .
A= oy 0y (y),1,3 € {1,2,...,n}
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Are loc

Teorema (Conditia Legendre). Notam prin:

All A12 Aln
A, A A A A
(4) l)1 — 1411’D2 — 11 12 , -,Dn — 21 22 2n
o Ay
Anl An2 Ann
si
(5) D, =(-1)"-D,, ke{l2,..n}.

Daca :
(a D >0,D,>0,..,D, >0,
atunci y realizeaza minim pentru functionala (1), iar daca
(b) D/ >0,D,>0.,..,D, >0,
atunci y realizeazd maxim pentru functionala (1).
Valoarea extrema a functionalei in cazurile (a) sau (b) de mai sus, va fi I[ y].

Exemplu.

Sa se determine extremul functionalei si natura lui daca [: D —> R,

5
ity.2)= [[(y) + (@) +2yzfix.

e o2 ro-so-af 143

Ecuatiile Euler-Lagrange sunt: y"-z=0,z"-y =0 Cu solutiile €D:

_ X -X :
{y—Cle +C,e" +C;cosx+C,sinx

z=Cpe" +C,e" —C,cosx—C,sinx

si din (y,z) €D, obtinem C,=C,=C;=0, C4=1, deci linia extremald ce realizeaza

extremul este dat de
y=sin X, z=-sin X.

Conditiile lui Legendre sunt:
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F.. E. | [2 0 L .
DI:Fy.y.:z,DzzFyy Fy :‘0 2‘:4 si din (a) rezultd ca extremala

z'y' z'z'
(sin x, -sin x) realizeaza un minim pentru functionald. Valoarea minima se obtine

usor:

Lin(sin x,-sin X)=2mn

S. Functionale determinate prin integrale multiple. Ecuatiile lui Euler —

Ostrogradschi. Exemplu.

Pentru usurinta expunerii vom considera functionala 1:D<R?* - R definita

printr-o integrald dubla:
ou Ou
M= [ 2 ey

Se pune problema extremelor acestei functionale in multimea functiilor

u(x,y) e C*(D)ce iau valori date pe frontiera C a domeniului D:
) u(xyfe=flxy).

Are loc urmatoarea:

Teoremd (Ostrogradschi). Daca F e C*(DxA,),A, c R’,(x,y)e D si u,?,%,

X
luand valori arbitrare, iar u(x,y) realizeazd un extremum relativ al functionalei (1)
in multimea functiilor din clasa C*(D) care verifica egalitatea u(x,y)|. =f(x,y),

atunci u(x,y) este solutie a ecuatiei cu derivate partiale:

(3) a%(F )+%(Fuy )— F, =0 unde
L
oox 7 oy

Demonstratie: Vom considera multimea functiilor
(4) U y)=uxy)+m(x,y)

unde u(x,y) este functia pentru care (1) admite un extremum, n e C*(D)arbitrara si

n(x,y)|cz 0, iar a este un parametru care ia valori mici in modul. Daca u(x,y) are un
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extremum in multimea functiilor admisibile, aceeasi proprietate o va avea si in

multimea (4). Pentru aceasta este necesar ca integrala:

S(OL): J.J‘F(x,y,u+0m,uX +an,,u, +0my)dxdy
D

sd admita un extremum pentru o=0. Conditia J'(0) =0 se scrie dezvoltat:
J'(0) = H[nFu +11XFu +nyFu }dxdy =0.
D X y
Integrala referitoare la ultimii doi termeni se mai poate scrie:

OF OF

0 0 u Uy
Mn.F.  +n F_ |dxdy=]|| —[nF J+— nF dxdy — [[n x4 dxdy .
ol * Uk y uy D ox\ Uy ) Oy uy D ox oy

Folosind formula lui Green, prima integrald din membrul drept se poate

transforma ntr-o integrala pe frontiera C a domeniului D si avem:

aFu aFu
y
[[in E +n F \dxdy=|n(F, dy—F, dx)- [ x4 dxdy .
pl XU Y uy -l : Dl ox oy
Deoarece n(x,y)‘c =0, integrala curbilinie este nuld si conditia J'(0)=0
devine:
oF oF
u u
3(0)=[f| F, ——2—— |n(x. y)dxdy =0.

pl ¥ ox oy

Aceasti conditie are loc in ipotezele lemei 1 (in R?). De aici rezulti ecuatia
(3) si teorema este demonstrata.

Observatie: Ecuatia (3) se numeste ecuatia Ilui Euler—Ostrogradschi
corespunzatoare functionalei (1). Orice solutie a ecuatiei (3) se numeste extremala
a functionalei (1) chiar dacd acea functie nu realizeaza efectiv un extremum al

functionalei. Adaugand la ecuatia (3) o conditie la limita de forma u(x,y).=f(x,y),

se obtine o extremala particulara.

Teorema lui Ostrogradschi poate fi extinsa pentru o funtionald de forma:
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ou Ou ou n
I[u]:J;J...J.F(xl,xz,...,xn,u,éxl o ]dxldxz....dxn, unde Qc R".

n

Ecuatia lui Euler-Ostrogradschi va avea forma:

i a_F _8_F:0’ undeuk :a—u, k e{l,2,...,n}.
i Ox, \Ou, | oOu ox;

Exemplu. Sa se gaseasca extremul functionalei:
1lu]=[f [a_uj (2] 22
o | \LOx oy
unde Q :{u € Cz(D):u|ED =x*+y! —%}, D= {(x,y)eR2 xP 4y’ Sl}.

Solutie:

Ecuatia lui Euler — Ostrogradski corespunzatoare functiei

2 2
F x,y,u,a—u,a—u =(a—uJ + ou +x°y* este:
ox Oy ox oy

1) Q[F )+3F _F =
ox| 4, ) oy uy u
ou ou
u, =—,u, =— | sau
ox ' oy
/ o’u  Ou
(1) —2+—2:0
ox°~ Oy

care este ecuatia lui Laplace. S-a obtinut problema interioard Dirichlet pentru cerc.

Pentru a impune mai usor conditia la limitd «|_ , vom trece la coordonate polare:

x = pcosf
y = psiné

2)

de unde rezulta:

p=x"+y’

/
@) ;
0 = arctg—
X

Observérncai:a—’ozﬁ,a—p=l,%=_l2 iﬁziz_
x p & p x p &y P
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Obtinem:

Ou _Oudp oudl xou y ou

= +
ox Opox 00ox pop p° o060
3) 5i
u_uop 200 _you v e

o Opdy 000 pdp p oo

si
o’u x> 0u _ 2xy o’u Jry_2 o’u  p*—x" ou 2xy ou

o o p ool o oo o op p o0
(4) 5i
o’u :y_282u +2xy o’u +x_282u +p2—y28_u_2xy6_u
ot propt  p 0pod pt oo’ o op ptob

Inlocuind (4) in (1) acesta devine:

, 0’u ou 0ou

5 +p—+ =0
®) P o P o oo
cu conditia la limita:
(6) ul, =)c4+y4—g ~Loosan
e 4

Pentru rezolvarea problemei (5) si (6) vom folosi metoda separarii

variabilelor; cautam o solutie de forma:

(7 u(p,0)= R(p)T(6)

2 2
Observim ca S_u = R/(p)T(ﬁ),% =R"(p)T(0) si ou_ R(p)T"(6).
o o

Inlocuind in (5) obtinem:

(8) P*R'(p)T(0)+ pR' (p)T(0)+ R(p)T"(6) =0
de unde prin impértire la R(p)7(0)# 0 obtinem:
©) SR ), Rlp)_ T'(6)

o, = .
R(p) " R(p)  T()

Membrul stang al ecuatiei (9) fiind o functie numai de p iar membrul drept
fiind o functie numai de ¢, egalitatea lor este posibila pentru orice p si orice 6,

numai daca cei doi membri au aceeasi valoare constantd pe care o notdm cu 4 ; din

relatia (9) obtinem urmatoarele ecuatii:
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(10) 7"(8)+ AT(6)=0
si
(11) PR (p)+ pR'(p)=2R(p)=0
Functia cautatd u(p,0) trebuie sa fie periodicd in raport cu 6, cu perioada
27 adicd sd avem u(p,0 +27) = u(p,0).
Pentru aceasta 7(@) trebuie sa fie periodica cu perioada 27. Avem deci de

gasit valorile parametrului real 4 pentru care ecuatia (10) are solutii nebanale
(problema Sturm - Liouville) periodice cu perioada 2z . Ecuatia (10) este o ecuatie

diferentiald liniara, omogena, cu coeficientii constanti, cu ecuatia caracteristica:

. S S

Cazul 1° 1<0. Gasim T(0)=Ce' ™ +Ce™ care este o solutie
exponentiald reald si ca atare nu este periodica.

Cazul 2° 2=0. Avem r, =1, =0 si T(6)= A+ BO. Vom determina 4, si B,
astfel incat 7(9) sa fie periodicd, cu perioada 27z, adica 7(9)=T(0 +27) < A+ B0 =
= A+B(@+27)< B=0 sideci T(9)= 4 (o constantd) solutie banala, inacceptabila.

Cazul 3% 1>0. Ecuatia caracteristicd are radacinile complexe conjugate
rn,=%ilA si deci solutia generald este T(0)= Acosv/20 + Bsin1/26. Din conditia
T(0+27)=T(0) si din faptul cd functiile sin si cos sunt periodice cu perioada 27
rezultd cd: (0 +272 WA -0yA =2n7 sau 2z4/4 = 2nz de unde:

(12) A, =n", ne{l23,.}
Deci solutia generala a ecuatiei (10) este:
(13) T(0)= 4,cosn@+ B, sinnd, ne{l23,.}
Cu valorile proprii (12) astfel obtinute, ecuatia (11) devine:
(11) p’R'(p)+ pR' (p)-n*R(p)=0
Ecuatia (11') este de tip Euler; pentru integrarea ei vom face schimbarea de

variabild p =¢'. Obtinem:
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dR
R(p)=e' ™
(p)=e"—
s1 .
d’R dR
R'(p) = e _ar
(o)=e (dtz dtj
fnlocuind R’(p) si R'(p) ecuatia (11') devine:
2
11’ iﬁf—an:o

care este o ecuatie diferentialda liniard cu coeficienti constanti avand ecuatia

caracteristicd r’ —n’ = 0 cu rddacinile 7, = +nsi deci solutia generala:

(14) R(p)=C,p"+D,p"

Pentru problema lui Dirichlet interioara trebuie sa luam D, =0 deoarece in

L1 : : : SN
caz contrar p™ =— — o pentru p— 0si deci solufia » nu ar fi marginita in
P

origine. Deci

(15) R, (p)=C,p" .
Am gasit astfel pentru ecuatia (5) solutiile :
(16) u,(p,0)=R,(PT,(0) ,neil23. .}
sau
(16) u,(p.0) = p"(A, cosn@+B,sinnd) ,ne{l23..}

unde 4, = 4,C, si B, = B,C,.

Conform principiului suprapunerii efectelor, cautim o solutie u(p,6) de

forma:

(17) u,(p,0) = ip"(xn cosnt9+§nsinnt9> ,ne{l,23..}

n=1

Vom determina coeficientii 4, si B, astfel incat ecuatia (17) sa verifice

conditia la limita (6): u(1,6)= 1|, = %cos4¢9.

Observam ca 4, =—,4, =0,Yk e N —{4},B, =0,vk e N*. Deci solutia u(p,0)

1
4

primeste forma:
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(18) u(p,9)=§00549

Functionala /{u] admite un minim I[u], deoarece D =F  (@)=2>0si

X X

1

. 2 2
Ou sin@ ou N Singa_u+cos¢98_u + p*sin*fcos’f =
op p 00

3 3

3 3 ’ 2
=(44'0 cos@cos40+4’j sin403in0} +(4'j sin@cos49—4'j sin490059] +

b : *1-cos4 topt
+ P sin?26 = p° cos? 360 + p° sm239+p—ﬂ sau F; = p° + PP o5
4 4 2 8 8
Deci,
pt o
(19) I =I[u]= ”(pﬁ +?—?cos46’}0dpd0
D/

unde 0’ 102 = G dvay = pdpao
0<p<ar B FYTP '

Relatia (19) se mai scrie:

I = Ij) j (,07 +%5Jdpd¢9— !) j %50054961’,0619 -[ (,07 +%5Jdp ["a0-

1|7 1

6

8 6 2z
—1j1p5dpj2 cosdaio =| 2+ | g —L20 Lgnag —[1iLlhroo
8o 0 8§ 48 ) A4 , \8 48
de unde
_Iz
min 24 *
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6. Probleme izoperimetrice. Extreme conditionate ale functionalelor. Teorema

lui Euler. Problema lui Lagrange.

Se numeste problema izoperimetrica problema determinarii extremalelor

unei functionale de forma:
b
(1) 1y, Yy, |= IF(X,yl,yz,....,yn,y'l LY e Y X

cu conditia la limita:
(2) yk(a):ylk’ Yk(b):ka’ keil2,..,n}

si conditiile suplimentare:

b

3) J.Gl. (x,yl Vs Vs V1o V' seees V', )dx =a, ie{l,2,..,m}

a

unde a, (i = ﬁl) sunt m constante date.

Vom examina cazul cand functionala este de forma:
b
4) 1y]= [Flx,y.y)dx,

si este datd o singura conditie suplimentara:

b

®)) J. G(x,y,y')dx = m.

a

Functiile F, G si constanta m sunt date.

Are loc urmatoarea:

Teorema (Euler). Daca functia y e C*[a,b] si verifica conditiile la limita

(6) y(a)=y,,y(b)=y,
este 0 extremald a functionalei (4) si verifica in plus conditia (5) si daca y(x) nu
este o extremala a integralei (5), atunci exista o constanta A astfel Incat y(x) sa fie o

extremald a functionalei

b

(7) K[y]= [[F(oy,y)+2G(x,y,y)]dx.

a

Demonstratie: Sa consideram familia de functii

) Y(X,OLI,OL2)= Y(X)+a1ﬂ1(x)+%nz(x)
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unde y(x) este extremala cdutata, 1n;(x) si no(x) sunt doud functii fixe arbitrare din
C’[a,b], nule la capetele intervalului:

9) ni(a) =ni(b) =0, na(a) =m2(b) =0
iar oy s1 o, doi parametri suficient de mici Tn modul.

Inlocuind in integrala (5), in locul functiei y(x), functia Y(x, o.;,0,,) din (8)

obtinem o integrala depinzand de o si o,:
b

Sl(al’ O, ) = JG(X, y+om, +a,n,, y'+a1n1'+azn2')dx

si conditia (5) devine

(10) 3, (0,,0,)=m.

Sa aratam ca din aceastd egaliatate putem scoate pe a, in functie de aj.
Calculdm derivatele partiale ale functiei J,(a,,0,) pentru o, =a,,=0. Avem:

03, ) | .
(57:}0 = [(G, +n,'G, x, i=12.

a

Integram prin parti ultimul termen si tinand seama de (9), obtinem:

(11) (2311)=.[(Gy—%Gy.)ni(x)dx, ie,2)..

i

a

Dacd y(x) nu este o extremald a integralei (5) atunci : Gy—diGy. #0 sl
X

~

putem alege functia my(x) astfel ca [QJ #0 Ecuatia (10) este verificatd de
0

2

valorile particulare a,=0,=0, 3,(0,0)=m, deoarece Y(x,0,0)=y satisface (5).

~

Datoritd conditiei (%j =0, conform teoremei referitoare la functiile implicite,
0

oo,
existd o vecinatate a punctului o,=0 in care ecuatia (10) defineste pe a, ca functie

4o 4n punctul o;=0 este:

&
ol

oa.,

de o 1ar derivata

da,
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Reluand familia de functii (8), care depinde acum de un singur parametru o
(deoarece a, este functie de o definitd prin (10)) si inlocuind in (4), obtinem o

functie de o

b

3 (0“1 ) = IF(X, y+omn, +a,n,,y+on, L"aznz')dx

a

care trebuie sa admitd un extremum pentru o,;=0 ,deci 3'(0)=0. Avem:

3(0)= H{nl + [%‘?lnz}g + {m 4(%]0112 }Fy}dx

sau, integrand prin parti ultimul termen si tinand seama de (9),obtinem

~! ¢ d do b d
) (0): J.(Fy —&Fyv}nldX + (d_gjjov[d (Fy —&Fyv}nzdx .

a

< A . da . n n .
Daca inlocuim [d 2| cu valoarea sa din (12) in care facem inlocuirile date
a,
0

de (11), deducem:

3'(0)=

X

e

d b d
(Fy —d—XFy,jnldxmL [Gy —d—Gy,andx,
unde
b
d
J-(Fy - dXFande

b d :
I(Gy —dXGy,)nzdx

a

Aceasta egalitate se mai poate scrie:
b d
J'0)=[|F +A\G ——| F ,+AG _, X )dx .
©) i{y y dx()’ yﬂnl()

Conditia 3'(0)=0, datoritd lemei 1 se reduce la

F,+1G, - (F, +1G,)=0

dx
care este chiar ecuatia lui Euler corespunzatoare functionalei (7). Teorema este

demonstrata.

Problema lui Lagrange. Sa consideram functionala:
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b

(13) ILy,Z]:IF(x,y,y',z,z')dx.

a

Problema lui Lagrange constd in determinarea unui arc de curba AB

(14) y=y(x), z=2(x), xe[a,b]
care este situat pe suprafata:

(15) G(x,y,z)=0
si extremeazd integrala (13). Punctele A(xy, yi, z1) (X1=a, X,=b) si B(Xz, Y2, 22)
apartin suprafetei, deci: G(xy, yi, z1)=0, G(X, Y2, z2)=0. Faptul cd A si B apartin
curbei se traduce prin conditiile la limita:

(16)  yla)=y, ¥(b)=1,,2(a)=z,2(b)=z,.

Are loc urmatoarea:

Teoremd: (Lagrange). Daca sistemul de functii (14) este un sistem extremal
al functionalei (13) cu conditiile (15) si (16), atunci existd o functie A(x) astfel

incat sistemul (14) este un sistem extremal al functionalei

(17) K[y,z]:Lb[F+7»(X)G]dx.

7. Probleme propuse

1. Sa se determine extremalele si natura lor pentru functionala: I:D—»R,

/4
]Ly]: I[4y2 —y'2+8y+3]dx, unde
a) ’
D= {y e C‘[o,ﬂ $(0)=-1, y(%) - 0}
I[y] = j[y'z +y° +2ye™ ]dx, unde
b) 0 1 1
p={yecual0)-100)-1¢ |
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2. Sa se determine extremalele si natura lor pentru functionala I:D—>R,

(— 2y +y"? )dx, unde

)=

D={yec’[0.1] »(0)= (1)=0,5(0)= y'(1) = 0f

o
e
[ S———

I[y] = j[[yz +2y"7 4" ]dx, unde
b) ]

D={yec?[01] »(0)=y(1)=0,5'(0)=1,(1) = - sh1}

3. S& se determine extremalele s$i natura lor pentru functionala

I[y,z:D >R,

7/2

I[y,z]= J.[y'2+z'2 —2yz+ S]dx, unde
0

D= {(y,z) e C‘{O,%}‘ 1(0)=z(0)=0, y(%] = z(%] = 1} |

I[y]= j [y‘2 +z" +2y]dx, unde
0

3(0)=2(0)==(1)= 0, »(1)=1{

b)
D={y.z)ec'o.]
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4. Sa se determine extremul functionalei  [:D—R,

2 2
I[u]:” (a—uj +2a—ua—u—3(a—u] + 2 |dxdy, unde
o | L Ox ox Oy oy

D= {u € CI(Q%u(x,O)z xz,Z—u‘y_O = Zx}, si Q= {(x,y)e Rz‘x2 +y° < 4}
y

5. Sa se determine extremalele functionalei [:D—R,

1 1
1[y]= Iy'z dx, cu legaturaJ.y dx =3, unde
0 0 .

D={yec'0,1] ¥(0)=1,(1)=6

b) I[y]= jy'z dx, cu legatura Iysin xdx =1, unde
0 0 .

D=lyeC0.4]5(0)= 3(x) =0}
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CAPITOLUL VIII

DISTRIBUTII

1. Spatii de functii L2 K.S.E

n

Fie x=(x,x,,..x,)eR" si a=(a,,a,,.,a,)eR" aviand coordonatele

o, €N, ke{l2,..,n}.
Fie f:R" >T (I'=RsauC) o functie complexd de variabila reala. Derivata

partiald a functiei f se va nota:

Pttty
D{f = f,
SG) Salc) SEIG) oa

unde |o|=a, + o, +...+a, reprezintd ordinul de derivare al functiei f. In particular
DIf =f.
Definitia 1. Numim suport al functiei t i notam supp multimea:

(1) suppf = {x € R", f(x)# 0}

adica inchiderea multimii punctelor din R", unde functia f ia valori diferite de zero.

Daca supp f este marginita, rezulta ca supp f este o multime compacta.
Au loc urmétoarele proprietati:

@) {supp (f+g)=suppfuUsuppg
supp (f - g) =supp f Nsupp g.

Definitia 2. Spunem ca functia este absolut integrabila pe R" daci este finita

integrala:
(3) .[R" £ ().
Spatiul LY. Fie p>1 un numir real si f o functie complexa definiti pe

multimea Q cR".
Definitia 3. Functia f:Q — T este p integrabila pe QO < R" daca integrala:
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4) .[|f(x]pdx<+oc .

o

Multimea functiilor p integrabile pe Q se va nota cu L'(Q) si se va numi
spatiul L* (€). L' (Q) este un spatiu vectorial peste I".

Spatiul K.

Definitia 4. Numim spatiu K, multimea functiilor complexe ¢:R" —>T,
indefinit derivabile ((p € C“( “)) s1 cu suport compact.

Acesta este un spatiu vectorial peste corpul I', elementul nul fiind functia
¢0=0,VxeR"

Exemplu. In spatiul R functia:

aZ

T2
e ,pentru|x|<a

0,(x)= de grafic si supp ¢,(x)=[-a,d]

0 ,pentru |x| >a

N

-a a

A 4

Spatiul K se inzestreaza cu o structura de convergenta.
Definitia 5. Sirul (¢,(x))_, eK(R") converge in spatiul K citre functia
o(x)eK(R") si vom scrie ¢, — ¢, daci existi o multime compacti Q — R" astfel

incét supp @, c Q supp ¢ < Qsi sirul (¢, )—-—>¢ impreund cu D%p, ——>D%@.

Spatiul S

Definitia 6. Numim spatiul S al functiilor temperate multimea functiilor

complexe @:R" —T, indefinit derivabile, care pentru |x|—oc tind la zero mai

repede decat orice putere a lui HXH_l :
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-X

In particular S(R) avem de exemplu functia ¢(x)=¢™,x eR, cu supp ¢=R.

Spatiul &.

Definitia 7. Numim spatiu & multimea functiilor complexe ¢:R" —»>T
indefinit derivabile si cu suport oarecare.

Exemplu: Functiile p=1, ¢=x>, ¢=0 €&(R).

Exista relatiile Kc S c & c L.

Spatiile vectoriale K,S, & inzestrate cu o structurd de convergentd se vor
numi spatii fundamentale, iar functiile dintr-un asemenea spatiu, functii

fundamentale. Un spatiu fundamental se noteaza cu ®.

2. Spatiul distributiilor. Operatii cu distributii. Exemple.

Fie (E,I'),(Y,T') doud spatii vectoriale peste acelasi corp de scalari I" iar XcE
un subspatiu al lui E. Aplicatia T:X —> Y se va numi operator. Operatorul T este
un operator liniar daca:

T(ax + by) = aT(X)+ bT(y), Va,bel'si Vx,yeX.

O clasa particulara de operatori o formeaza functionalele. Astfel daca Y=I"
atunci operatorul T:X —»T'se va numi functionala. Valoarea unei functionale in
punctul xe X se va nota T(x)=(T,x) (xeR sau xeC). Spunem ca functionala T este
liniard dacad satisface conditia de liniaritate a unui operator.

Definitia 1. Numim distributie o functionala liniara si continud definita pe
un spatiu fundamental ®( K,S, ).

In felul acesta fiecarei functii pe® i se asociaza dupa o anumiti lege un
numar complex (f, @) care satisface conditiile:

1) (f, 0,0, +0,9,) = o, (f, ¢, )+a,(f,0,), Yoo, eTsiVe,,p, €D

2) (Pli)d):llm(fﬂq)l):(f?(p)) (Pia(PECD-
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Conditia 1) exprimd liniaritatea functionalei f:®—T, iar conditia 2
continuitatea functionalei. Convergenta sirului ¢ ; catre ¢ se face in sensul
convergentei din spatiul fundamental ®@.

Multimea distributiilor pe @ se noteaza cu @'. Astfel distributiile definite pe
K se noteazd K" si se numesc distributii de ordin infinit, iar distributiile definite pe
S se noteazd S si se numesc distributii temperate. In multimea distributiilor se
defineste operatia de adunare si inmultire cu scalari astfel:

A) (f, +£,,0)=(f,,0)+(f,,0), Vf,,f, e® siVped

B) (of ,p)=a(f,4), Vael Vfed sivVped

Definitia 2. Fie distributia f € @ si sirul de distributii f; € @, ieN. Spunem ca

sirul (f})) converge catre distributia f si vom scrie limf, =fdacd si numai daca

lim(f,,p)=(/.0), Yped'.

Aceasta Tnseamna ca sirul de distributii (f;) converge catre distributia f, daca
sirul de numere complexe (f;, @) converge catre numarul complex (f, ¢). Multimea
distributiilor @ in care este definitd adunarea, inmultirea cu scalari si o structura
de convergentd este un spatiu vectorial cu o convergentd, numit spatiul
distributiilor @".

O clasa importantda de distributii sunt distributiile de tip functie sau
distributiile regulate. Aceste distributii sunt generate de functii local integrabile

_[ | (x)dx < 00, ¥Q marginit.
Q

Astfel, dacd f:R" —>T este o functie local integrabild pe R", atunci

functionala T, :K — T, data prin relatia:

(D) (Toe)= [flxoledx, oK.

este o distributie pe spatiul K, numita distributie de tip functie. Pentru simplitate in
loc de distributia T, vom scrie f.
Exemplul 1. Distributia  8(x), xeR", definita  prin  relatia

(3(x),¢(x))=(0), pe®, se numeste distributia lui Dirac. Functionala ce o defineste
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este liniard si continua. Se mai spune ca distributia lui Dirac este concentratd in
originea. reperului.

Exemplul 2 Functia 6:R —» R data prin:

e(x):{o, x <0

1, x>0

se numeste functia lui Heavyside. Aceastd functie este local integrabild deoarece

b
j 0(x)dx existd. Ea genereaza o distributie de tip functie T,, avem:

a

(7,10 =60xh o) = [ocholockix = s,

unde [a,b] reprezintd suportul functiei fundametale ¢ e K. Distributia generatd de
functia lui Heavyside se numeste distributia lui Heavyside.
Asupra distributiilor avem proprietatiile:

x8(x) =0, cosxd(x)=5(x), sinx8(x gj g S(X g)

(F(x = xy ) plx)) = (£(x). o(x +x, )) (translatia) i
(F(=x). o(x))= (f(x).p(~x)) (simetria);

daca f(x) este de o variabila, omotetia se defineste prin:

(f(ax),(p(x))zﬁ(f(x),(p(gj} a%0.xcR.fcd(R).

In particular, pentru distributia lui Dirac: &(ax)= ﬁ&(x), a#0..
a

Definitia 3. Numim suport al unei distributii complementara reuniunii

multimilor deschise pe care se anuleaza aceasta distributie.

Exemplu distributia lui Heavyside are suportul [0,00), iar distributia lui Dirac
are ca suport punctul x=0.

Intre K’,S", & avem: &' = S’ c K.

Definitia 4. Un sir de functii local integrabile (f,)_, defineste pe R" este un

sir reprezentativ Dirac daca in spatiul distributiilor K, limf,(x)= f(x).
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3. Derivarea distributiilor. Produsul direct si produsul de convolutie.

Proprietati.

Derivata unei distributii constituie o generalizare a derivatei unei functii.

Daca f eC'(R), pentru orice functie fundamentald ¢ € K(R) putem scrie:
(f'(x), o(x)) =+ j £'(x )f (x )dx = fv(x)(p(x)< o J(pv(x)f(x)dx ;

cum supp ¢ este compact, rezultd ca ¢

(1) (F'(x)0(x))=—~(F(x).¢'(x))
care este formla de derivare a distributiilor. Analog derivata de ordin a
2) (D, ¢)= (1) (£, D) e K(R" )

Daci f eK'(R’) atunci:

(2205 o) - 1)t 2002

o0x’yz ox’yz

=0 si astfel relatia precedenta devine:

+oo

Pentru derivata distributiei lui Heavyside avem:

)5

dx
ceea ce aratd legdtura dintre distributia lui Heavyside si distributia lui Dirac

concentrata in origine. Intr-adevar:

(&(X), @(X)J =—(0(x).(x))

dx

o0

—M — 0(0)=(6(x).0(x)).

0

I
L
<
—
>
—
[oN
bl
Il

Fie f'si g doua functii complexe definite respectiv pe R" s1 R™.

Definitia 1. Functia complexd fxg:R"xR™ —»T definitda prin relatia:

(fxg)x,y)=f(x)-g(y) se numeste produsul direct sau tensorial al functie f prin g si
se noteaza:

3)  flx)xely)=f(x)®g(y).

Definitia 2. Fie f s1 g functii complexe, local integrabile pe R". Functia

f*g:XcR" - T, unde:

4) (frg)x)= If(tg(x—t)dt, xeXcR"

R"
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se numeste produsul de convolutie al functiilor f si g. Se poate arata ca produsul de
convolutie este asociativ si ditributiv:
frg=g*f,f*(grh)=(f+g)xh
si
£ +(ag+ph)=alf *g)+B(f *h)
Exemplu. Sa calculam 0(x)*0(x)sin x, unde O(x) reprezintd functia lui

Heavyside. Putem scrie:

0,x<0 i 0 ,x<0
G(X):{l,xzo’ G(X)SIHX—{

deci
, x<0

0(x)*0(x )sin x = 0(t)sin (x - t)dt, x > 0"

Oy O

Pentru x > 0 obtinem:

X X

Ie(t)sin(x —t)dt = Isin(x —t)dt = cos(x — t)< =1-cosx Deci:
0 0 0

0, x<0

l—cosx,XZOZG(X)(l_COSX)

6(x)0(x )sin x ={

Are loc proprietatea:

Teorema (Titchmarsh). Fie f,ge C(R, ). Daca f*g=0, atunci £=0 sau g=0.

Produsul de convolutie definit pentru functiile local integrabile se poate
generaliza pentru distributii:

Definitia 3. Fie distributiile f,geK’(R“) Numim produs de convolutie al

distributiei f si g distributia f*g, definita pe K( “) prin relatia:

(F(x)*glx) o(x)) = (F()x gy olx +y)) = (F(x). (e(yho(x +¥)))  VoeR™.
Distributia lui Dirac 8(x) reprezintd elementul unitate in raport cu produsul

de convolutie al distributiilor: f e K'(R"), f(x)#8(x)=1f(x).

4. Aplicatii ale teoriei distributiilor. Reprezentarea unei forte concentrate.
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Fie f, (x) intensitatea fortei pe unitatea de lungime ce actioneaza in punctul

M(x) perpendicular pe bara AB (fig.1.).

AY Ay
n —>
5 F(O)'P)
_ fa
yﬂu
vV VvV V > > v >
Al 1 o ¥ B(1 X O X
(‘;j M) U
Fig.2.
Fig.1.

Intensitatea f,(x) are expresia:

n

- (% P, pentru x E[ / %]] n fiind numar natural, P>0.

fn(X)_ 0, pentru x & |- //

Sistemul de forte uniform distribuit pe bara are ca rezultantd vectorul
R(0,~P). Momentul rezultant M, al acestor forte in raport cu originea reperului este

nul. In consecinta, sistemul de forte uniform distribuit pe bara este echivalentul cu
vectorul rezultant R a cdrui marime este P, adica aria dreptungiului din fig. 1. Pe de
alta parte, cand n — o, intensitatea fortei distribuite f, =(n/2)P tinde la infinit, iar
lungimea pe care actioneaza tinde la zero. Marimea rezultantei R a fortelor este
independenta de lungimea barei AB si este egala cu P. Pentru n— 0 obtinem o
forta concentrati F(O,-P) aplicatd in origine. Dar intensitatea f (x)a fotelor
distribuite reprezintd un sir de functii ce nu are limita in sens obisnuit. Deci, nu
putem scrie F=limf, (x)y°. Sirul (f,(x)) este un sir reprezentativ Dirac, adica

limf, (x) = 8(x). Deci forta concentrata in origine (fig.2.) se poate scrie sub forma :

n—oo

(5) F=limf,(x)-7° =P-y° limf, (x) = P-8(x)y°

n—oo n—oo

Rationamentul prezentat ne permite ca, in general, o fortai F(FF,,F)

X9 y:

actionand intr-un punct A(x,,y,,z,)sd fie reprezentata ca forta uniform distribuita

in tot spatiul sub forma:
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(6) d(x.y.2)=F8(x=X,,y-,.2-2,)
unde § reprezinta sarcina distribuita, echivalenta cu actiunea fortei F in punctul A.

Conform expresiei (6) a fortel

F concentrate F (Fig. 3), directia, sensul si
marimea fortei sunt caracterizate prin
AXo.y0.20) vectorul F, iar punctul de aplicatie prin
distributia lui Dirac care are ca suport
0 >y

punctul  A(x,,y,,z,). Pentru deducerea

expresiei (6) este suficient s consideram un

sir reprezentativ Dirac in R®, adica f (x,y,z) pentru care :

lim f,,(x,y,z):5(x—x0,y—y0,z—zo)

n—>®

In acest mod proiectiile sarcinii echivalente gdate de (6) au expresiile

qx = lim fn(x,yaZ)Fx =Fx5(x_xo’y_y0’z_zo)

n—»o0

(7) qy = lim fn(x’y’Z)Fy :Fyé‘(x_xo’y_yoaz_zo)
n—»0

qZ = hm fn('x’y’z)FZ :Fz5(x_xo=y_yan—Zo)
Nn—»0

5. Reprezentarea unui cuplu concentrat

Fie (F,-F)un sistem de doua forte paralele, egale ca marime si de sensuri
contrare (fig.1).

Acest ansamblu reprezintd n

y A mecanica corpului rigid un cuplu si

este caracterizat printr-un vector liber

M, numit momentul cuplului. Bratul

AC20) O » x cuplului este distanta d dintre liniile
de actiune a celor doua forte paralele,
lar marimea momentului  este

Fig.1.

M=F-d, unde F:‘F‘.
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Dacd ansamblul (F,-F) actioneaza asupra unui solid deformabil, atunci cele
doua forte F si -F trebuie considerate ca forte concentrate care nu se pot reprezenta
prin vectori alunecatori, asa cum se procedeaza in cazul solidului rigid. Evident ca
in cazul solidelor deformabile nu putem sid nu luam in consideratie punctele de
aplicatie A si B ale celor doua forte paralele precum si directia fortelor paralele.
Notand cu i°versoul fortei paralel, fortelor -F si F aplicate respectiv in punctle
A(-a,0) s1 B(a,0) le corespund sarcinile distribuite:

(1) (-F)—>q, =-F3(x+a,0),(F) > g, = F3(x —a,0)

Ansamblului de forte (F,—F){i corespunde sarcina echivalentd gavand expresia:

(2) G=q,+4, =[-Fd(x+a,0)+F(x —a,0)]i°

Definitia 1. Numim moment concentrat in origine, limita, in sensul teoriei
distributiilor, a ansamblului de forte concentrate (F,-F), cand bratul de péarghie
d—0, considerdnd versorul i°al fortei F precum si marimea momentului
M =F-d constante.

Proprietate. Fie o=<(F,x°)#0. Atunci expresia matematici a cuplului

concentrat 1n origine, limd, este:
d—0

. _, M 0o(x,
limq=-u"-— 2. y)
d—0 sin o Ox

Demonstratie Fie ¢(x,y) e K(R?)o functie fundamentala. Atunci din figura 1,

d =2asina §1 tindnd seama de relatia (2) avem:

B} ..M d d
llm(q,(P)=u llm_ 8 X = N ,0 _S[X—i— . ,0 :(P =
d—>0 >0 d 2sina 2sina

M d d
=1’ lim— O [—o — ,0
}1123 d {(P( 2sin o j (P( 2sina ﬂ

Aplicand formula cresterilor finite expresiei din paranteza, obtinem:

MG 00(E,.0
@ lim@Ge) =i 20Ca0)
d—0 sino d>0  OX

d d
2sina’ 2sina

unde &, e [— } Cand d — 0atunci si &, — 0s1 expresia (4) devine:
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- Mui°® 0¢(0,0) _, M Oo(x,
5) nm(q,cp)z.—-Mw(——. 0(x.y) -"),cp<x,y)j,
40 sin o 15).9 sin o Ox
de unde
- u’M oo(x,
(6) limq=—u,—‘M
d—0 sina Ox

Cu ajutorul acestor momente concentrate putem reprezenta alte sarcini

concentrate cu o structura mai complexa.

6. Calculul variational in distributii. Probleme discontinue.

In scopul largirii cadrului de aplicabilitate a rezultatelor obtinute in calculul

.....

admisibile prezinta discontinuitati de speta intdi, vom defini notiunea de variatie a

unei functionale 1n spatiul distributiilor. Fie functionala:
b
M Iyl=[F(x,y,y)dx

unde FeC’(D), DcR’. Multimea liniilor admisibile pentru functionala (1) este
multimea de functii
(2)  A={yeCTablly@)=y,y(b)=y,}.

Variatia de ordinul intéi a functionalei (1) are expresia :
b
(3) dl=38l(y;n)=(F, -n+F,-n)dx

unde neC'[a,b] este o functie arbitrara, verificand conditiile n(a)=n(b)=0. In locul
functiei nputem considera o functie fundamentala ¢ € K(R), avand suportul inclus

in intervalul [a,b], deci supp ¢ c[a,b]. In acest fel (3) devine:
(4) dI=08l(y;p)= 1{(Fy(p+ F,0")dx .

Pe de alta parte, lagrangianul F se poate prelungi cu valori nule in afara
domeniului lui de definitie AcR’, cu toate ca acest lucru nu este absolut necesar,

intrucat in (4) nu intervin decat valorile din AcR”.
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Analog, efectudm o prelungire a liniei admisibile ye A in afara intervalului
[a,b] astfel Incat sd fie de clasa C’pe R, fapt ce este posibil oricind. Multimea
functiilor fundamentale ¢eK(R)cu proprietatea supp ¢ c[a,b] 0 vom nota cu
K< K. In felul acesta variatia de ordinul inti 8Ise poate scrie sub forma:

(5)  dl(y;9) = (3L ¢) = (F, ¢)+(F, o)
ceea ce aratd ca variatia de ordinul intai este o distributie definitd pe subspatiul K
c K al functiilor indefinit derivabile cu suport in [a,b].

Lema fundamentald a calcului variational in cazul ca liniile admisibile sunt
distributii dinspatiul K'(R)este:

Lemad. Conditia necesard si suficientd pentru ca distributia feK'(R) sa fie
nuld pe [a,b] este ca (f(x),p(x)) =0pentru orice 9§ K, deci supp ¢ c[a,b].
Tinand seama de regula de derivare in distributii, expresia (5) se poate scrie sub

forma:
d d
(819 (P) = (Fya(P) - (d_XFyI,(Pj = (Fy —d—XFy,,(pj

de unde pe baza lemei avem ecuatia lui Euler in distributii:

d
(6) F,-—F, =0,

operatiile de derivare fiind considerate in spatiul distributiilor.

Daca in x extremala are o discontinuitate de speta I atunci linia extremald

pe intervalele [a,x,) , (x,,b] verifica ecuatiile :

~ ~

d d
7) —(F-y'FE,)=F_ ,—F,=F
(7 S F-yE)=F -

Ty

(d derivata in sens obisnuit), iar curba extermali trebuie si verifice in x
@®) S, F-yFy)=0 , S, (F,)=0

(unde S, este saltul functiei in x, ).

Conditiile suplimentare (8) se numesc conditiile Erdmann-Weierstrass.
In concluzie, daca o linie extremald are o discontinuitate de speta intai in

punctul x_ e(a,b), atunci ea satisface ecuatia lui Euler pe intervalele [a,x,) , (x,,b],
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iar in punctul de discontinuitate x_ trebuie sd verifice conditiile Erdmann-
Weierstrass.

Exemplu. Fie functionala:

@) Iyl=[,x"y” dx

Se cere sa se determine curba yeC'[-1]1]care sa realizeze minimul

functionalei (9) si sa treaca prin punctele A(-1,-1), B(1,1).
y A

B’ B(L,1)

0O

»
/// B

A’

—

A(-1,-1)

Deoarece F=xy">0 rezulta ca I[y]>0. Cum inf I[y]=0, rezulta ca
valoarea minimd a functionalei este I[y]=0. Aceasta implicd F = 0, dect y'=0
adicd y este constant. Aceasta este o functie de clasda C'[-1,1], dar nu trece prin
punctele A si B. Prin urmare , functionala (9) nu i-si atinge minimul in multimea
liniilor admisibile de clasa C'[-1,1]. Vom cauta curbe netede pe portiunea care sa

realizeze minimul functionalei. Deci problema nu are solutie in clasa C'. Ecuatia

lui Euler corespunzatoare functionalei (9) este:
10) L(y)=0
dx
de unde se obtine : x’y'=0, ecuatie considerata in distributii. Solutia acestei ecuatii

este distributia de tip functie:

(1) y(x)zZ@(x)—lz{ L, x>0
-1 , x<£0
Derivand in sensul distributiilor avem:
y'=28(x) deci x’y'=2x’8(x)=0 ceea ce arata ca (11) reprezinta solutia ecuatiei lui
Euler 1n distributii.

227



Prin urmare, curba ce realizeazd minimul functionalei este compusda din
segmentele paralele cu axa Ox, AA’ si BB’ ce trec prin punctele date A si B.

Punctul de discontinuitate a solutiei (11) este x_ =0. In acest punct cele doui
conditii Erdmann-Weierstrass sunt indeplinite, S (F—y'F,) =S (-x,y”) =0 deoarece
(x’y*) o=0 , (-x’y)]5,,=0, y'=0 pentru x#0. Analog S (F,)=S,(2x’y")=0.

Problema formulata pentru functionala (9) a fost pusa de catre K.Weiestrass.

7. Probleme propuse

1. Sa se demonstreze ca in K'(R*)avem:

%G(at— 1x|)=ad(at—|x|) .
2. Fie sirul de functii (f,(x)), xeR,

0 ,pentru x<—l
n
n(1+nx) ,pentm—lSXSO
f,(x) = no
n(l-nx),pentru0 <x <—
n

1
0 ,pentrux > —
n

Sa se arate ca (f,(x)) este un sir reprezentativ Dirac .

3. Fie distributia:

(0= @

Sa se arate ca f, *f, =f_,,.
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4. Consideram operatorul:

si distributia E(x,t) e K'(R?),

0 , <0
E(x,t)= %[9(x+t)—9(3x—t)], t>0,(@€K|R)

fiind distributia lui Heavyside. Sa se arate ca :

AE(x,t) =0(x,t).
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CAPITOLUL IX

TEORIA PROBABILITATILOR

1. Camp de evenimente. Camp de probabilitate. Definitia clasicad a

probabilitatii. Model generalizat al probabilitatii. Problema acului (Buffon).

Definitia axiomatica a probabilitatii dupa A. N. Kolmogorov.

In calculul probabilititilor prin experientd se intelege orice act ce poate fi
repetat in conditiile date. Prin eveniment se intelege orice situatie, legatd de o
experientd despre care putem spune ca s-a realizat sau nu in urma efectudrii
experientei.

Astfel, considerdm experienta aruncarii unui zar. Rezultatul experientei este
aparitia uneia dintre cele sase fete cu numerele 1,2,3,4,5,6. In acest caz, actul
aruncarii zarului constituie experienta. Un eveniment al acestei experiente poate fi
considerat, de exemplu, aparitia fetei cu cifra 3.

Fiecarei experiente 1 se asocieazd doud evenimente speciale, numite
evenimentul sigur, notat cu E, si evenimentul imposibil, notat cu ©.

Definitia 1. Numim eveniment sigur E acel eveniment care se realizeaza

intodeauna la fiecare efectuare a experientei. Prin evenimentul imposibil ® se
intelege evenimentul care nu se produce la nici o efectuare a experientei.

Definitia 2. Numim sistem de evenimente intr-o experientd datd multimea de
evenimente ce pot apdrea n acea experienta.

Fie A un eveniment legat de o experienta datd. Numim contrarul (opusul sau
complementarul) evenimentului A evenimentul notat A, care consta in nerealizarea

evenimentului A.

Conform celor de mai sus avem: E=® si ® =E.
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Daca odata cu evenimentul A se realizeaza si evenimentul B, atunci vom
spune ca A implica B si vom scrie A < B.

Exemplu : n experienta aruncirii cu zarul:

m < (1,5);(2,3) = (2,3.4,5).

Avem urmatoarele proprietati evidente:

AcA,AcE;dacda AcBsiBcCatunci A c C (tranzitivitatea). Daca
A c B si B c A, cele doud evenimente se numesc echivalente si se scrie A = B.

Daca A si B sunt douad evenimente din acelasi sistem, atunci evenimentul
care constd in aparitia fie a evenimentului A, fie a evenimentului B se numeste
reuniunea evenimentelor A §i B si1 se noteaza A U B.

Evenimentul care consta in realizarea simultand a ambelor evenimente se
numeste evenimentul “ A si B” sau intersectia evenimentelor A, B notat A N B.
Avem: ANE=A, AN ®=. Operatiile “U” s1 “N” sunt comutative, asociative,
iar “N” este distributiva fata de “U”.

Are loc si proprietatea A = CE A =E \ A.

Fie A si B evenimente ale sistemului S. A si B sunt evenimente compatibile,
daca acestea se produc simultan: A N B # ®. Evenimentele A si B se numesc
evenimente incompatibile (sau disjuncte) daca ele nu se pot realiza simultan: A N
B # @.

Definitia 3. Doua evenimente din acelasi sistem de evenimente se numesc
independente , daca realizarea unuia nu depinde de realizarea celuilalt.

Definitia 4. Doua evenimente se numesc dependente daca producerea unui
eveniment are loc numai daca celalalt eveniment se produce.

Exemplu. A= (2,3,6), B= (2,4) sunt evenimente dependente in aruncarea
zarului si compatibile; A= (2,4,6) si C= (1,5) sunt evenimente independente si
incompatibile.

Definitia 5. O multime F se numeste cadmp de evenimente daca sunt

indeplinite urmatoarele conditii:
a) E eF, E fiind evenimentul sigur;
b) Oricare ar fi evenimentul A din F, contrariul sdu A se giseste in F;
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c) Daca A.B eF atuncitAUB eF .

d) In cazul cda F contine o infinitate de evenimente A.e F atunci
UA,eF.
i=1

Se spune ca F este un camp finit sau infinit dupa cum F contine un numar
finit sau o infinitate de evenimente distincte.

Din definitia cAmpului de evenimente rezulta proprietatile:

1) ® e F(®= Esi seaplicab));

2) VA, BeF=ANBEeF;

3) VA, Be F= B\A e F.

cuAcB

Fie A un eveniment corespunzator unei experiente. Repetand experienta de n

ori in conditii identice, sa presupunem ca evenimentul A s-a produs de a ori.

oy . o . . . o a
Definitia 6. Numim frecventa relativa a evenimentului A numarul f =—.
noon

Numarul a se numeste frecventa absoluta.
Numarul in jurul caruia se grupeaza frecventele relative se numeste
probabilitatea de aparitie a evenimentului A si se noteaza P(A).

Definitia 7. (definitia clasica a probabilitatii).

Probabilitatea realizarii unui eveniment este datd de raportul dintre numarul
cazurilor favorabile si numarul cazurilor egal posibile.

Aceastd definitie este satisfacdtoare numai in cazul campurilor finite de
evenimente.

Se poate generaliza prezentarea modelului de calcul al probabilitatilor P(A),
la multimile continue (sau numarabile).

In acest sens marimilor continue ca: lungime, arie, volum, greutate, timp etc.
li se asociaza o functie m(X) — numitd masurd — care se bucurd de urmatoarele
proprietatii:

a) m(X) >0
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b) m(®)=10
c) daca { X,, ke{l,2,..,n} | este un sistem de mulimi disjuncte atunci

m((n]ijz kZ’i:m(Xk).

Daca notdm cu m(X) masura multimii asociate evenimentului X si cu m(E)
masura multimii asociate evenimentului sigur E, atunci:

(H  PX)

_m(X)
m(E)

Formula (1) poate fi aplicata atat in cazul campurilor finite cat si infinite de
evenimente, discrete sau continue. Masurile evenimentelor se adopta in functie de
natura evenimentelor. Astfel, daca evenimentele pot fi puse in corespondentd cu
imagini geometrice ca segmente, figuri plane sau spatiale, atunci ca masuri ale
evenimentelor se pot lua lungimi, arii, volume.

Exemplu . Problema acului (Buffon*). Pe un plan orizontal sunt trasate

dreptele paralele A la aceeasi distanta (2d) (figura):

A

2d = \
A

N
\ A

Se aruncda in plan un ac AB de lungime 2I, 1 < d. S& se determine

probabilitatea ca acul sa Intalneasca una din dreptele paralele.

*QGeorges- Louis Leclerc, Compte le Buffon (1707-1788). Celebru om de stiinta francez

si in acelasi timp mare scriitor.
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Pozitia acului AB in planul dreptelor A constituie un eveniment intdmplator,
care este datd de doi parametrii, care, de asemenea in experienta facuta, au valori
intdmplatoare. Pentru fixarea parametrilor care determina pozitia acului AB in
plan, considerand mijlocul M al lui AB, constatdm ca distanta x a lui M de cea mai
apropriata dreaptd A si unghiul a pe care il face cu dreapta A(figura de mai jos)

determina complet pozitia acului: deci x si a pot fi considerate drept parametri.

(A)

M
| X

S (4)
D
A 4

Valorile posibile ale acestor parametri sunt date de sistemul de inegalitati:

(2) 0<x<d ; 0<as<r.

Astfel interpretat, evenimentul sigur E ii corespunde multimea punctelor din
planul 0 « x de coordonate (« ,x) corespunzator sistemului de inegalitati (2), adica

evenimentului sigur 1i corespunde dreptunghiul de laturi 7 si d (figura de mai jos):

x |
d X Evenimentul X cerut de
experienta, adicda AB sa
intdlneasca pe A are loc cand
MD < MC adica
o 3) x< lsin a.
0 T
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Astfel interpretat, evenimentul X, ii corespunde in planul 0ex multimea
punctelor (a,x) care satisfac inecuatia (3), aceastda multime reprezentind aria
primei bucle a sinusoidei (figura de mai sus).

Multimile E si X au drept masura ariile corespunzatoare, adica avem:
m (E)= zd,m (X) = [Isina d @ =2L
0

Rezulta:

p(x) =" _ 2L
m(E)

O definitie simpld, corectd si corespunzatoare este cea datd de
A.N.Kolmogorov* in 1931.

Definitia 8. (Definifia axiomaticd a probabilitatii dupd A.N.Kolmogorov').
Fie 3 un camp finit sau infinit de evenimente. Numim probabilitate pe campul 3
aplicatia P: 3 —R verificand urmatoarele conditii:

1) vAe 3I,PA)=0;

2) P(E)=1;

3) VA,Be 3, AnB=®,P(A u B)=P(B) + P(B);

4) daca 3 este un camp infinit, atunci V. 4, € 3, 4, n 4, =D, i), avem

P(U4,) = S P(4,).
je P

Din definitia 8 a probabilitétii rezultd urmatoarele consecinte:

1" P(®)=0;

2 VA € 3 = 0<P(A)<1siP(4)=1-P(A);

3 VA,Be 3,AcB = P(A) < P(B);

4 V4 e 3(=12,...,n)8 4,n4,=D(i#)),avem: P((n] 4)= iP(AI.).

i=1 i=l

* A.N.Kolmogorov (n.1903) matematician rus, pionierul axiomatizarii calculului probabilitatilor,

facuta in 1929.
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2. Probabilitati conditionate

Fie A si B doud evenimente apartinand campului 3. Daca evenimentele sunt
dependente rezulta ca probabilitatea unuia din evenimente depinde de faptul ca

celalalt eveniment s-a realizat.

Definitie. Se numeste
probabilitate  conditionata a
evenimentului B de catre
evenimentul A si se noteaza

(B/A)=r,(B), probabilitatea

evenimentuli B calculata 1n

ipoteza ca evenimentul A s-a

realizat. In mod analog
P(A/B)=P, (A), este

probabilitatea conditionata a evenimentului A de catre evenimentul B.

. . U SR, | PR A~ (£ oo\ o O At AS axrormiineoiadtis]
Constituind evenimentul produs AnB (figura), se constatd ca evenimentul

= o

dependent B/A este realizat de evenimentul A ~B raportat la evenimentul A (ca
eveniment sigur), iar evenimentul dependent A/B este realizat de evenimentul
A B raportat la evenimentul B (ca eveniment sigur).

Notand cu m(X) masura corespunzatoare evenimentului X , putem scrie :

P/ A)="U0B) b gy pas )y =" AB) _p g,
m(A) m(B)
Observam ca :
m(4 N B)
mAnB) __mE) _ adica p,By=ANB)
m(A4) m(4) 4 P(A)
m(E)

Deasemenea putem scrie : P,(A4) = % Din ultimile doua relatii rezulta:
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P(A)-P,(B)

PAnE = {P(B)-PB (A’

adicd probabilitatea producerii simultane a doud evenimente dependente este egala
cu produsul dintre probabilitatea unuia din evenimente si probabilitatea

conditionata a celuilalt eveniment, in ipoteza ca primul eveniment a avut loc.

3. Probabilitatea evenimentelor rezultate din operatii cu evenimente.

3.1. Reuniunea evenimentelor compatibile.

Pentru doud evenimente compatibile A si B, masurile multimilor asociate
satisfac relatia
m(AuB)=m(A) + m(B) - m(AnB)
care prin impartirea cu m(E), se scrie:

m(AUB)  m(A) N m(B) m(4AN B)
m(E) — m(E) m(E)  m(E)

adica

(1) P(AuB)=P(A) +P(B) - P(AnB).

Formula (1) da regula de calcul a probabilitdtii evenimentului reuniune, a
doud evenimente compatibile. Rezultatul precedent se generalizeaza prin inductie

obtinandu-se formula:

2) P(U 4)= 3 P(A) =Y P4, A A+t (F)) PO 4,),

LR . . *
numita formula lui Poincare .

3.2. Intersectia evenimentelor dependente si independente.

Fie 4,,4,,..,4, evenimente dependente. Are loc formula:

(3) P(élAK) :P(Al)'PAI (Az)-"Pn—IA (An)‘

* H.Poincare (1854-1912)- matematician francez (lucriri: analizi, mecanicd, fizicd matematica,
probabilitati).

237



Daca 4,,4,,...,4, sunt evenimente independente atunci are loc formula:
(4) P(QAk): P(4,)- P(4,)..P(4,).

Alta fomula de calcul a probabilitatii reuniunii de evenimente.

Fie sistemul de evenimente compatibile si independente 4 ,k e {1,2,...,n}. Are

loc formula:

5) P 4,)=1=P((y 4) =1-TT[1-P(4,)].

3.3. Inegalitatea lui Boole-, Exemplu.

Fie A4 €3,ke{l2,..,n}, un sistem de evenimente despre care nu stim daca

sunt independente sau dependente. In acest caz, se poate scrie o inegalitate
care limiteazd inferior probabilitatea evenimentului produs. Din (1),
deoarece 0< P(4u B) <1, obtinem:

(6)  P(ANB2P(A)+P(B)-1

sau in general:
(M) PN4)2Y P(A4)~(1-D).
= k=1

Relatia (7) constituie inegalitatea lui Boole si da o margine inferioara a
probabilitatii evenimentului intersectie cdnd nu se cunoaste dacd evenimentele sunt
dependente sau independente.

Exemplu Sa presupunem ca un complex turistic (o bancd; o piata de
desfacere etc.) pentru a corespunde cerintelor de a fi competitiv (vis a vis de
necesitatile cerute de turisti etc.), trebuie sd indeplineascd conditiile (conform
cerintelor) A (sd aiba de exemplu bazine de inot etc.), B (cabinete medicale de
tipul a), b),...), C (sa aiba restaurant unde se pot servi mese cu meniuri la alegere
a), b),...), D (in camere sa existe: televizor, program pe satelit , frigider, etc.).

Stiind ca 86% din componentele complexului indeplinesc conditia A, 92%

* G.Boole (1815-1864), matematician englez. A folosit pentru prima data o algebra constituita pe

principii logice.
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conditia B, 95% conditia C, 82% conditia D. In ipoteza ci o societate de turism
efectueaza excursii la diverse complexe, solicitd 500 lei in cazul in care sunt oferite
la maximum cerintele A, B, ...; sd se afle care este suma minima ce poate fi
solicitatd de societate de la turist, in cazul cand efectueaza o excursie la complexul
turistic de mai sus?

Complexul corespunde “stasului” daca se realizeazd evenimentul
X=ANBNCND.

Aplicand inegalitatea lui Boole obtinem:

P(X) > P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D)-3=0,86+0,92 +0,95 + 0,82 + 3 =3,55—-3 = 0,55,
P(X)>0,55

Suma minima ce va putea fi solicitata: 270,5 lei.

3.4. Formula probabilitatii totale. Formula lui Bavesf. Exemplu.

Fie 3 un camp de evenimente si S= (4,,4,,...,4,) un sistem complet de

evenimente ale lui 3, precum si evenimentul Xe 3 care se realizeazd cand unul

din evenimentele 4, se realizeazd. Cunoscand probabilititile conditionate

P, (X),k=1,n se cere sd se determine probabilitatea evenimentului X, adica P(X).
Evident are loc relatia:
X=(4nX)u(4,nX)U..(4, " X),
lar incompatibilitatea evenimentelor A4, antreneaza si incompatibilitatea
evenimentelor 4, "X . Probabilitatea evenimentului X, folosind calculul

probabilitatii reuniunii evenimentelor incompatibile, precum si probabilitatea

evenimentelor conditionate este:
®) P(X) = X P(4,nX)=3 P(4) P, (X),
k=1 k=1

rezultat numit formula probabilitatii totale, permitand determinarea probabilitatii

evenimentului X daca sunt cunoscute a priori probabilittile P (4,)si a posteriori

probabilitatile P, (X),k € {1,2,...,n}.
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* Thomas Bayes (n.1763) matematician englez. S-a ocupat de probabilitatea a posteriori.
Punand problema de a determina probabilitatea a posteori a evenimentului

A, in ipoteza realizarii evenimentului X, adica P, (4,), pornind de la identitatea:
P(4, " X)=P(4,) P, (X)=P(X)-Py(4,),

din relatia de mai sus si egalitatea (8), obtinem:

P(4,) P, (X) _P(4) Py, (X) .

(9) PX (Ak) = "
PX) > P, (X)

Exemplu. Un magazin cumpard acelasi produs de la trei fabrici F,F,,F, in

cantitati proportionale cu numerele 3; 2; 5. Se cunosc proportiile respective ale
produselor cu defecte a fiecarei fabrici: 1%; 2,5%; 2%. O cantitate de produse in
valoare de 6.300 lei care a fost cumparata este restituitd in baza contractului de
garantie, ca avand defecte ce o fac de neintrebuintat, iar suma respectiva restituita
cumparatorului.

Ce sume trebuie imputate fiecarei fabrici, dacd nu se stie de la ce fabrica s-a
cumpadrat produsul restituit?

Solutie. Evident, sumele de bani imputate fabricilor 7, , (1= 1,2,3) nu pot fi
decat proportionale cu probabilititile ca marfa restituitd sa provina de la fabrica
respectiva.

Sa calculam aceste probabilitati. Notdm cu 4. evenimentul ca marfa sa fie de
la fabrica F,, 1 = 1,2,3 si cu X evenimentul ca marfa sa fie defectd. Avem
urmadtoarele evenimente: X/ 4,, marfa defecta care apartine fabricii F,,
probabilitatea corespunzatoare, fiind P, (X);4, /X , marfa care apartine fabricii F
este defectd, probabilitatea corespunzatoare, fiind P, (4, ). Aplicand formula lui

Bayes avem:

P(4,)-P, (X
P =Pr(4)= 3( ) P (X

Y P(4)P, (X)

, ke{l23).

Din datele problemei rezulta:
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P(4,) = % —03;P(4,) = % 0.2, P(4,) = % _ 0,5

P, (X)=0,0LP, (X)=0,025;P, (X)=0,02.

Formula precedenta ne da:

_1 _ _3
P 6’ P> TX P 9
Sumele imputate vor fi s,, 1= 1,2,3, care satisfac relatiile:
S, 8, 8, s, s, sy 6300
L="2="2gau t="2="2="—
17575 35 10 18
6 18 9

Se obtine: s,=1.050 lei ; s,=1.750 le1 s1 s,= 3.500 lei.

4. Scheme probabilistice clasice.

4.1 Schema urnei cu bile nerevenite. Exemplu.

Sa consideram o urnd care contine N bile de aceeasi marime, dintre care a
sunt albe si b sunt negre. Din urnd se extrag succesiv n bile fard a se pune bila
extrasa Tnapoi. Sd se determine probabilitatea ca din cele n bile extrase, o sa fie
albe si B negre. Evenimentul sigur E constd in formarea tuturor grupelor posibile

cu cele N bile luate cate n, ele diferind prin natura bilelor. Multimea respectiva

contine Crﬁ] elemente (cazuri egal posibile). Pentru a determina numarul cazurilor

favorabile producerii evenimentului dorit vom asocia fiecdrei grupe care contine o

bile albe (in total Cg‘grupe) cu fiecare grupa care contine 3 bile negre (in total

Cbﬂ grupe) obtinand C;‘.Cbﬂ cazuri favorabile. Folosind definitia clasica a
probabilitatii avem:
c®.cP
(1) Pn(a,B)=a—b, in care a+b=N si a+ f=n.

n
CN
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Generalizarea problemei presupune ca in urna sunt a; bile de culoare k,

ke {l,2,....s}. Se extrag n bile. Care este probabilitatea ca xy bile sa fi de culoarea k ?

Avem:
CXI CX2 CXS
a1 a2 "Ta
(2) P (x s X om e X ): S
nt'1° 2 n Cn
N
unde

kizlak =N si kizlxk =n.
Exemplu. Intr-o grupi din anul I sunt 30 de studenti, dintre care 18 baieti si
12 fete. Care este probabilitatea ca din 10 studenti ai grupei care vor pleca intr-o
excursie pe Litoral, 6 sa fie baieti si 4 fete?
Solutie. Aplicand formula (1) avem:

6 4
C18'C12 . 17.4.9

p = =
10 29.23
C30

= 0,91

sau 91%.

4.2. Schema urnei cu bile revenite. Exemplu

Fie o urnd continand bile albe si negre. Notdm cu A evenimentul scoaterii
unei bile albe, de probabilitate P(A)=p. Scoaterea unei bile negre reprezintd
evenimentul contrar lui A, de probabilitate P(A)=q=1-p. Se fac n extrageri
succesive, introducandu-se de fiecare datd in urma bila extrasa. Aceasta face ca p
sd fie constant tot timpul experientei. Sa se determine probabilitatea P,(x) ca x bile
din cele n extrase sa fie albe.

Fie

AsiAsi..s1A si Xsixsi...six

dexori den—xori

O succesiune in care evenimentul A apare de x ori iar 4 de n-x ori.

Probabilitatea unei astfel de succesiuni de evenimente independente este:
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Pl[(AnAN..N A)m(Kme...K) =p*.q"7*

dex ori den—xori

Numarul succesiunilor distincte in care A apare de x ori si 4 de (n-x) ori

este evident CJ.

Probabilitatea P,(x) este datda de probabilitatea acestor succesiuni distincte.
Cum aceste succesiuni sunt incompatibile si echiprobabile, avem:

3) Ph(x)=Cq-p*-q" * .

Exemplu. Din datele statistice probabilitatea evenimentului nasterii
unei fete este p=p(F)=0,51, iar a evenimentului nasterii unui baiat este
g=P(B)=0,49. Care este probabilitatea ca intr-o familie cu 7 copii, 5 sa fie fete?

Solutie. Aplicand formula (3) avem:
P,(5)=C3-0,51°-0,49% = 0,17.
Observatie. Se observa ca probabilitatea P,(x) din (3) este datd de
coeficientul lui t* din dezvoltarea binomului:

n
(pt+q)" = ZOCE p* g
X=

Pentru aceasta se mai spune ca probabilitatea respectiva reprezintd o lege
binominala.

Generalizare. Daca o urna contine bile de culoare k (k=1,2, ... ,s) si se fac n

extrageri succesive, punand de fiecare datd bila scoasd Tnapoi, cunoscand ca

probabilitatea scoaterii bilei de culoare k este py, se dovedeste, ca probabilitatea

evenimentului ca din cele n bile extrase, x; sa fie de culoare k, k=1,2, ... ,s este:
n! Xl X2 X
(4) PH(XI’XZ""’XS): mpl p2 pss

S S . ey [
unde xg>0, ¥ x, =n, > p, =1, iar probabilitatea respectiva defineste o lege
k=l k=1

multinominala.
Observatie. Cele doud scheme probabilistice, date de urna cu bile revenite si

de urna cu bile nerevenite, reprezintd in practica doua tipuri de selectii, selectie
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repetatd, respectiv, selectie nerepetatd, obtinute prin sondaj non-exhaustiv,

respectiv sondaj exhaustiv.

4.3. Schema urnelor Poisson*. Exemplu

Schema lui Poisson consta in a considera n urne Uy, k=1,2, ... ,n neidentice,
ceea ce revine a considera pentru fiecare eveniment A realizat din urna U,
probabilitatile diferite p,=P(A/Uy), ke {1.2,....n} .

Probabilitatea ca evenimentul A sda se realizeze in cele n extractii (de
scoaterea a unei bile din fiecare urnd) de x ori, si 4 de n-x ori este data de
coeficientul lui t* din dezvoltarea polinomului

QM) = (Pt +q)(Pyt+4q,)..(Pnt+q ).

Exemplu. O urna contine 5 bile albe si trei negre, o altd urna sase albe si
douad negre si a treia, sapte albe si una neagra.

Se extrage cate o bild din fiecare urna.Sa se determine probabilitatea ca doua
bile sa fie albe si una neagra.

Solutie. Aplicand schema lui Poisson gasim ca probabilitatea de a extrage

dous bile albe si una neagra este dati de coeficientul lui t* din produsul:
(5 3] (6 2} £7 1]
QM) =|—t+—|| —t+— || —t+—].
&8 &8/\8 8J\8 8

p:%+g+% sau p=0,44.
& 8 8

Asadar :

5. Variabile aleatoare.

5.1. Introducere. Variabile aleatoare. Distributia unei variabile aleatoare.

Studiul evenimentelor aleatoare si chiar al probabilititilor respective, a
prezenatat cu deosebire caracteristca calitativd a experientelor ce conduc la
realizarea lor. Dar fenomenele sau proprietatile ce genereaza experientele pot fi

atat cantitative cat si calitative. In viata de toate zilele intdlnim la tot pasul masuri
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care se schimba sub influenta unor factori intamplatori. Asa sunt de exemplu:
numarul de zile dintr-un an in care cade ploaia, numarul de puncte care apare in
aruncarea unui zar, masa unui bob de grau luatd dintr-o anumita recolta, cererea
unui produs intr-o unitate de timp (zi, luna, etc.), valoarea vanzarilor unui magazin
pe unitatea de timp, numarul pacientilor care solicitd serviciul unei policlinici etc.
masurile care se iau la intdmplare sunt legate de anumite experiente aleatoare. O
astfel de marime legatd de experienta aleatoare si care ia valori la intdmplare, in
functie de rezultatele experientei, se numeste variabila aleatoare (stochastica).

Fie S=(E,, E,, ... , E,) un sistem complet de evenimente ale cAmpului finit

F. Evenimentele E; sunt elementare si intr-o experientd apare unul singur. Aceste

evenimente verificd conditiile: E= i[ilei, E. mEJ. =@, i#j. Notam p; = P(E));
evident glpi =1. Putem enunta:
i=

Definitia 1. Se numeste variabila aleatoare aplicatiaX: S— R. Valoarea
variabilei X corespunzatoare evenimentului E;eS se va nota X(E)=x; cu
probabilitatea P(X=x;)=p;.

Variabilele aleatoare se clasifica dupa multimile pe care sunt definite. Astfel
avem:

- variabila aleatoare discreta definita pe o multime cel mult numarabila de
evenimente;

- variabila aleatoare continua definitd pe o multime continua.

O variabila aleatoare discreta o vom nota:
X, Xn, .. ,X X.

(1) x| 2 " sau x: ", i=1,n
pl’ p2= -+ »Pn pi

unde 1n primul rand al tabloului am trecut valorile posibile ale variabilei si sub

fiecare valoare probabilitatea cu care X ia aceastd valoare. Tabloul (1) defineste
distributia_sau repartitia variabilei X.

O variabila aleatoare continud o vom nota:

2) X: (X j,x & [a,b]

P(x)
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unde: @(x) se numeste densitate de probabilitate si are proprietatile:

b
p(x)>0,x € [a,b] siejl¢(x)dx =1.

Exemplu: (variabila aleatoare discretd). Fie E;, 1=1,6 E=(1), 1=1,6,

evenimentul care consta in aparitia fetei cu i1 puncte la o anumita aruncare; Pi=¢

1=1,6 1ar distributia va fi:

1, 2,3,4,5,6
Xgq111111

1 « .. . : o
Deoarece p; =p, =...p 6= ¢’ spunem ca X are o distributie uniforma.

5.2. Operatii cu variabile aleatoare

Fie X s1 Y doua variabile aleatoare definite respectiv pe sistemele complete

de evenimente S; si S, ale aceluiasi cAmp J si avand repartitiile:
X1, Xn, . ,Xp Yi» Y95 - »Y¥m
| %2 v 2
pla p27 5pn qla q2: 5qm

1°. Prin produsul dintre constanta keR si variabila aleatoare X se intelege o

Definitii.

noua variabild aleatoare kX si avand repartitia:
kx,, kx,, .. ,kx
3) kx: U 7?2 "
pl, p2, -« »Pn
2° Se numeste sumi a variabilelor aleatoare X §i Y variabila aleatoare

7=X+Y, avand repartitia:

(4) X+Y:

unde pj;; reprezintd probabilitatea realizarii simultane a evenimentelor X=x; s1 Y=yj,
adica p;i=P(X=x; 51 Y=y;).

Are loc:
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Proprietatea. Daca p=p(Ai), Aie S, si q=P(B;), B;€S,, atunci p;=P(AinB;)

n m
st au loc relatiile 2 2 p..=1, Sp..=q., 2 p:: =D-
i=1j=1 ij =1y JEy o

3° Numim produs al variabilelor aleatoare X si Y variabila aleatoare Z=X Y

avand repartitia:

®)) Xy ! J,izl,n,jzl,m

unde p;=P(A;NB;) si Z Z p;=1>
s

5.3. Functia de repartitie a unei variabile aleatoare.

Se numeste functie de repartitie a variabilei aleatoare X functia:
F(x)=P(X<x),
constituind o caracteristicd pentru orice variabila aleatoare. Calculul efectiv al

functiei de repartitie se adapteaza celor doua tipuri de variabile aleatoare.

a) Variabila aleatoare discreta.

Evenimentul (X<x) este reuniunea evenimentelor (X=x;), pand la cel mai
mare argument x;<x, adici: (X<x)=|] (X=x;). Evenimentele (X=x;) fiind
i=1
incompatibile, aplicand x;< x operatorul de probabilitate asupra relatiei precedente,
obtinem:

P(X<x)=X;XP(X X )= 2 p; odeci:
2

(1) Fx)= % p;.

Considerand graficele repartitiei variabilei aleatoare, discrete, functia de
repartitie F(x) este suma probabilitatilor p; de la stdnga punctului de abscisa x
(fig.a) sau suprafata histogramei de la stdnga punctului de abscisa b (fig.b).

(functia de repartitie este numita si functia cumulativa a probabilitatilor):
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Pi Pi

Pl‘ F(x)

| | en |
04 x Xi xn X Oy X

T

a

a) b)

">

Din graficul b) observam ca:

(2) P(a <X <B)=F(B)-F(a)

b) Variabila aleatoare continud.

Daca X este o variabila aleatoare continud, functia de repartitie se defineste

astfel:

3) P(X < x)=F(x) = [o(t)dt

—

Tinand cont de interpretarea geometricd a integralei definite rezulta ca

functia F(x) reprezinta aria din histograma pe intervalul [a,x]; (fig.a)

O(x) P(x)
P(X<x)F(x) P(a<X<p)
0 -— 0 !
a X b X a a <x< B b X
a) b)
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si in acest caz ramane valabild formula (3); in fig. b) relatia (3) reflecta formula de
calcul a unei integrale definite pe intervalul [o,[3].

Functia de repartitie F(x)=P(X<x) are urmatoarele proprietati:

1° 0<F(x) <1, ceea ce rezultd din faptul cd F(x) reprezinti probabilitatea
P(X<x);

2° Functia F(x) este nedescrescitoare, adica din x; <x, rezultd F(x;) <F(x,).

3° F(a)=0, F(b)=1, unde a si b sunt cea mai mici, respectiv cea mai mare
valoare pe care o poate lua argumentul variabilei X (evenimentul X<a este
imposibil, iar X<b este sigur).

Pentru variabila aleatoare discretd, functia F(x) este continud in acest
interval si este discontinud la extremitatile intervalului; graficul (fig.a de mai jos)
este numit in scara, iar salturile de la o treaptd la cea consecutiva sunt egale cu p;.

Functia de repartitie a unei variabile aleatoare continue este, de asemenea o functie

continud (fig.b):
F(x i) F(x)
1l - = — = -

I

| |

—

— ! !

X1 X2 Xn X X
a) b)

Observatie. Pentru functia de repartitie F(x) se obisnuieste a se considera
drept domeniu de definitie toatd multimea numerelor reale.

In acest caz avem relatii de forma:

F(x) = j;qo(t)dt, jzp(x)dx 1, Feo0)= 0 §i Fao0)=1.

6. Caracteristici ale variabilei aleatoare.
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In prezenta unor multimi de numere, acestea reprezentand valorile
argumentului unei variabile aleatoare 1n corespondentda cu probabilitatile
respective, se pune problema de a sintetiza aceste multimi numerice, prin cateva
date numerice, care sd aibd proprietatea de a reprezenta cat mai fidel variabila
aleatoare considerata. O astfel de reducere a mai multor date numerice la cat mai
putine numere, devine absolut necesard, mai ales atunci cand se urmareste
compararea intre ele a diferite fenomene sau proprietdti generand variabile
aleatoare.

Pentru sistematizarea prezentarii acestor caracteristici, le vom grupa dupa
nota dominantd pe care o pun in evidentd: tendinta centrald de grupare;

imprastierea distributiei.

6.1 Tendinta centrala de grupare a distributiei.

In practica aplicatiilor i1n economie drept indicatori numerici ai tendintei

centrale de grupare, sunt frecvent folositi: valoarea medie, mediana, modul etc.

a) Valoarea medie. Se numeste valoare medie (sau speranta matematicd) a

unei variabile aleatoare X numarul (M=M(X)):

(1) M(X) = _ilxipi (X variabila discretd)
i=
b

(2) M(X) = [xe(x )dx (X variabila continud)
a

Observam ca valoarea medie a variabilei X (discretd) este media ponderata a

valorilor sale, cu ponderile py, pa, ... ,pn »M(X) . Valoarea

medie se noteazi si cu x = M(X).
Au loc:

Proporzitia 1. Fie variabilele aleatoare X s1 Y, atunci au loc relatiile:
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3)

M(X +Y)=M(X)+M(Y)
{M(kX) =kM(X), keR

Demonstratie. Conform definitiei valorii medii a unei variabile aleatoare

avem.
MX+Y)= 3 3 ( >3 43 3
+ p;; X+Y) p;:X Py =
i=1j=1"Y J 11]11J111]—IJJ
n m
2 %; 2 By + 3y 3P —Z p+2yq =M(X)+M(Y)
=1 JllJI J]— ij =1
si

M(kX)= él(kx )p =k- z x.p; = kM(X)

Propozitia 2. Fie X s1 Y doua variabile independente.
Atunci:
4) M(X-Y)=M(X)-M(Y) .

Intr-adevar, putem scrie:

M(X-Y)= 3 3 -3y 3 p.x z M(X)-M(Y)
T R VR e B B B R e Lo T R
pi=piq; (X,Y independente)
Observatie.

Valoarea medie este un fel de valoare centrald in jurul careia cad celelalte
valori posibile.

Daca x e (—oo,+0) atunci:

MOX) = fxp{xhix.

b) Valoarea mediana.

Se numeste mediana variabilei aleatoare X, numarul M., care satisface
ecuatia:
(5) P(X<M,)=P(X>M,) .
Cu ajutorul functiei de repartitie F(x), relatia (5) se mai scrie:
F(M.)=1-F(M,) sau  2F(M,)=1 .

Rezultd deci ca mediana M, este solutia ecuatiei:
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1
(6) F(x)= )
In cazul unei variabile aleatoare continue, mediana este determinati de
ecuatia:
Me 1
[ plx)dx=—.
0 2
Daca F(x) este continud crescatoare solutia acesteia este unica.

Exemplu: Sa se determine mediana variabilei aleatoare continue:

X
X:(i(2x+1)} 0<x<3.
12

Solutie. Calculele sunt:

e 1 1 1
| —(2x+1)dx=—(M2+M );—(M2+M ):
0 12 ple TeSplle e

cu solutiile M=-3 si M=2. Convine M=2 <[0,3].

1
2

¢) Moda (valoarea cea mai probabila). Se numeste moda variabilei

aleatoare X , acea valoare M, a variabilei X pentru care functia densitate de
probabilitate are valoarea maxima. Astfel daca functia densitate de probabilitate

¢(x) este derivabild de doua ori atunci moda M, verifica relatiile ¢’(M,)=0;

A X.
0’(M()<0. In cazul cand X este o variabild aleatoare de tip discret X:[ 1}
Pj

1ie{l,2,...,n} , moda reprezintd valoarea x;, pentru care p; este maxima.

1) Geometric M, este numarul cu proprietatea cad x=M, imparte aria cuprinsa

intre graficul functiei @(x) st axa Ox in doua parti egale:

(0] x=M e X
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2) Intre cei trei indicatori numerici M, M., M, nu existd o relatie

determinatd. Daca este, de exemplu cu distributie simetrica atunci M= M, = M.

. . . - o g s - .. 1
3) Notiunea de mediana se generalizeaza, astfel: ridacinile ecuatiei F(x)=—
n

, 1=1,2, ... ,n-1 se numesc quantile de ordinul n. pentru n=2, i=1 este quantila de
ordinul doi, tocmai mediana. Pentru n=4 se obtin quartile. Quantilele de ordinul
zece (n=10) sunt numite decile, iar cele de ordinul o sutda (n=100) centile.

4) Valoarea medie a unei variabile reprezintd aria hasuratd de mai jos:

F 4
F
1
\ 17/
| ‘
EA : | /'__V
1 | | L x_ = b x
X1 XZO X n-1 Xn a O

d) Momente si medii de ordin superior.

Se numeste momentul de ordinul k al variabilei X expresia:
(7) M.= Zx" 12 pentru variabila discreta;
i=1
+00
(8) M, = _joo xK -(x)dx pentru variabila continua.
Se numeste medie de ordinul k a variabilei X expresia:

©) by = KMy

6.2 Imprdstierea distributiei variabilei aleatoare.

Caracteristicile numerice ale tendintei centrale de grupare nu dau nici o
indicatie asupra Imprastierii, respectiv a concentratiilor valorilor variabilei, adicd in
ce masurd datele se abat intre ele, drept consecintd in ce masurd se abat de la

pozitia centrului de grupare.
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De exemplu dacd X si Y sunt doud variabile aleatoare simetrice, evident
centrele lor de grupare coincid, desi distributiile lor sunt substantial diferite,
variabila X avand valorile mai imprastiate decat variabila Y (sau invers variabila Y

mai concentrate ca X):

P(x)

Sunt deci necesare caracteristici numerice care sd permitd sa se compare
intre ele imprastierea, respectiv concentrarea distributiilor pentru diferite variabile
aleatoare.

Printre acestea se foloseste: extinderea sau intervalul de variatie, abaterea,
abaterea absolutd medie, dispersia, abaterea medie patratica, coeficientul de

variatie, momente centrate, covarianta, coeficient de imprastiere etc.

a) Extinderea sau interval de variatie. Daca a §1 b sunt cea mai mica,
respectiv cea mai mare valoare a argumentului variabilei, atunci extinderea este
prin definitie:

(1) ®=b-a sau ®=Xmax-Xmin

Extinderea este folosita 1n statistica controlului de fabricatie in serie.

b) Abaterea. Abaterea absoluta medie. Daca o este o valoare oarecare din

intervalul de variatie al unei variabile aleatoare X, prin abatere a variabilei X

intelegem variabila:
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De obicei ca valoare pentru o se ia valoarea medie m=M(X), sau mediana

Me..

-
Considerand variabila aleatoare U : ‘ 1 vom obtine abaterea absoluta
p.

i

medie data de expresiile:
n +00
(2) 'Zl‘xi —m‘ p; sau L|Ox —m|p(x)dx .
i= -

Care poate caracteriza imprastierea variabilei aleatoare X 1n jurul valorii ei
medii m.

¢) Dispersia. Abaterea medie patratica. Abaterea medie absoluta definita

mai sus, aparent simpla ca definitie, prezinta dezavantajul de a fi in cele mai dese
cazuri, greu de calculat, fiind vorba de valorile absolute ale argumentului abaterii.

Existda insa un alt mod de a tine seama de valorile absolute ale abaterii asociind

Uz{@—mf)
»(x)

oy . . . . .o . 2
Definitie. Valoarea medie a acestei variabile adica expresia M (U”) se

variabila:

numeste dispersia variabilei aleatoare initiale X. Vom nota dispersia cu

sau def
02

~ D(X) - M( j:M[(X—M(X))Z]

Cand variabila X este discreta, avem:

() DX=3(x, —mjz p.

1

1=1
1ar cand variabila X este continua, avem:
+00 2
@ DO = [ (x-m)? pxx.

Numirul o =/D(X) se numeste abaterea medie pdtraticd a variabilei X sau

abaterea medie tip (standard).
Dispersia si abaterea medie patratica sunt indicatorii cei mai utilizati pentru
a caracteriza imprastierea valorilor unei variabile aleatoare. Are loc urmatoarea:
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Teoremd. Fie X s1 Y doud variabile aleatoare independente (pi=pi q;).

Atunci:
®)) D(X+Y)=D(X)+D(Y)
si
(6) Dk X)=k’ D(X), V keR.

Demonstratie. Notam cu U, V, W, respectiv, abaterile variabilelor aleatoare

X, Y, X+Y; observam ca: U=X-M(X), V=Y-M(Y), W=X+Y-M(X+Y). Deoarece

variabilele aleatoare X si Y sunt independente, avem:
W=X-M (X)+Y-M (Y).
Pentru valorile abaterilor variabilelor aleatoare U,V, W obtinem:
ui=x;-M (X), vi=yi-M (Y), wi=uitv;.
Conform definitiei dispersiei avem:

2
m
Dx+¥)= £ 5 pn =5 5 pafu+vi| =3 3 pauf o2y,
i=l1j=1 Y VU i=15=1 ') LA e R J J

Tinand seama de relatiile:

M (U)=0, M (V)=0, Zq = le =1
FL =

din relatia precedentd avem:

m
D(X+Y)= ¥ q. ZPH Zp S q.v2 +2Zpu > q.v.
i=1 Ji=l 1= =\ttt =)

=D(X)+D(Y), adica relatia (5).

In ce priveste relatia (6) observam ci:
Dk-X)= 3 p: (kxi —kM(X))2 = k2D(X).
i=1

d) Momente centrate. Variabila X-M (X), realizeaza o translatie mutand

originea argumentului in centrul de grupare m=M (X), adicd abaterea X-m
centreaza variabila consideratd X. in acest sens momentele abaterii si mediile
respective de ordinul k, se numesc momente centrate my, respectiv medii centrate

L (de ordinul k) si se definesc astfel:

256



k +00

(7) my = iZl(Xi _m)kpi’ m = [ (X—m)k(/)(x)dx.

Se observa ca:
m2=D (X), C=r= /mz .
Pentru calculul momentelor centrate de diferite ordine folosim de obicei

legatura cu momentele obignuite. Astfel tinand seama ca am notat cu litere mici my

momentele centrate si cu litere mari My, momentele obignuite, avem:

k n
_ _ _ 0ok
mk‘g@i‘J%er1§fﬂﬁ

Dezvoltand (x;-m)* dupa binomul lui Newton, obtinem:

n k e .
m =3 > (—I)J-CJX. Jomlp. .
k 1=1_]=O k™1 1

Cum avem:

nop:
m:M1 , Zxk J
I

i pi=M —j’j €{0,1,2,..k}

k

(My=1) relatia precedenta conduce la exprimarea momentelor centrate in functie de

momentele obisnuite:

M. _cl 2 2

my =M, —C M +CM M+t
8 S k ..k
(8) +(-1PCEM, MY+ (1) My

Particularizand pe k si tindnd seama ca My=1, se gasesc momentele centrate

de diferite ordine:

_ _ _ 2 _ 3

e) Covarianta. Fiind date doud variabile X s1 Y, se defineste covarianta lor,
notandu-se cov (X,Y)=o, expresia:

(10)  ow=M[(X-my) ( Y-my)]
adicd un moment centrat mixt al celor doua variabile unde m,=M(X), my=M(Y).
Dezvoltand (10) se obtine formula echivalenta de calcul:

(11) 6x=M (X Y)-M (X) M (Y).
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) Coeficient de imprastiere se defineste ca fiind raportul: vV =Z.
m

7. Functia caracteristica atasata unei variabile aleatoare.

Pentru dovedirea unor proprietiti sau calcul mai usor in unele exemple a
caracteristicilor variabililor aleatoare, sunt utile anumite functii ce pot fi atasate
unei variabile aleatoare dintre care prezentam functia caracteristica.

Definitie. Se numeste functie caracteristica, a variabilei aleatoare X,
valoarea medie a unei noi variabile aleatoare, obtinute din X, inlocuind argumentul
ei x prin ™, unde i este unitatea imaginara, iar t este un parametru real. Notand

functia caracteristicd cu c(t), avem:

o0 1tx
kz pye k, dacda X este distributie discreta
=1

(1) clt)=

400 .
| el o(x)dx,dacd X aredistributie continui cu densitatea ¢(x )

Are loc urmatoarea:
Teoremd. Functia caracteristicd admite urmatoarea dezvoltare in serie:
-k k
© 1"MIX
2 o(t)= ¥ i)
k=0 k!
unde M (X*)=Mj este momentul de ordinul k al variabilei X. Relatia (2) se obtine

usor dacd inlocuim in (1) pe ™ cu dezvoltarea:

k k

: o0

eltX: 5 X tk.
k=0 k!

Egalitatea (2) permite adesea sa se calculeze mai usor momentele de diferite

ordine ale variabilei X. Se dezvoltda in serie functia caracteristica c(t),

c(t)= kgocktk si momentul de ordinul k este:

k
k! 1| d%(t)
3) M, =—c¢, = .
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Daca repartitia variabilei X este de tip continuu, densitatea sa de repartitie

o(x) este data de :
1 +o0

(4) o(x)=— | e Xe(t)dt .

 dn—wo

8. Inegalitatea Bienayme — Cebasev

Pentru orice variabila aleatoare are loc inegalitatea:

o2

(1) PQX —m|< 8)2 1——5-,&> 0 arbitrar, m = M(X),a2 =D(X).
€

Vom demonstra (1) pentru cazul cand X este variabild aleatoare continua.

Dacd ¢(x) este densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare X atuci:

0 2
D(X) = ifoo(x —m)zgp(x)dx > | j|(x —m)z(/)(x)dx >¢ | jip(x)dx = g2 -PQX—m| > 8)
X-m|2¢g X—mf =g

de unde rezulta:

(2) PQX—m| > S)S DS(;() sauPQX—m| < s) >1- DS(;() :
D(x) _ o2

- ar inegalitatea lui

Luand e=ko, keN si 6=,/D(X), avem: 2 T 2.2 2

€

Bienayme-Cebasev sub cele doua forme date de (2) se scrie:
3) PQX —m|> kO') < LZ respectivP(]X —m| < kO') >1- LZ
k k

pentru k=1, relatia este nesemnificativa dand rezultat banal, de aceea vom lua k>1.

Exemplu: Pentru k=3, avem:

P(X —m|>30)<~ =01 sauP(X —m|<30)>~ =09

O | —
O |

Pentru k=4, avem:

P(X - m| < 40)< - = 0,06
16
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Constatam ca abaterile mai mari decat 3o si cu atat mai mult decat 4o, au
probabilitatile de realizare foarte mici, deci sansele acestor evenimente de a se

produce sunt extrem de reduse.

9. Distributii clasice

Dintre variabilele aleatoare unele au o importantd deosebitda fie ca sunt
folosite cu o pondere mare in cercetarea fenomenelor sau proprietatilor pe care

practica indeosebi le pune.

9.1 Distributia binominala.

Sa consideram o urnd care contine a bile albe si b bile negre. Repartitia

variabilei aleatoare X:

(1) X:

1

q", Clpg™!

. ,Clr(lpkqn_k, ey pn

care constd in n extractii sa apara o bild alba de k ori, se numeste distributie
(repartitie) binominala (sau repartitia lui Bernoulli) (p = Lb,q =1 —pj :
a+

Observam ca probabilitétile celor n+1 valori sunt termenii dezvoltarii

1 1 n-1
(p+q)" =CcOp%™ +chplg™ +. +chpng?

de unde si numele de lege sau distributie binominald. Observam de asemenea ca

functia de probabilitate go(xk)z Cﬁpkqn_k verifica:

(o(xk)z 0 si k%O(D(Xk): 1

(cea de-a doua se obtine imediat din dezvoltarea (p+q)"=1).

In cazul legii binominale functia caracteristica este:

n . n . \k
(t)= ¥ Cﬁpkqn_kﬁltk: v Ck(peltj qn—k
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deci:

(2) c(t)= (peit + q)n :

Cu ajutorul functiei caracteristice c(t) obtinem valoare medie:

M(X) = 1[d°—(t)}t:0 = Lopi

1] dt 1
sau
3) M(X)=np;
apoi ,
2
M(X2)_i d“c(t) ’
2| 4 |,
unde:

2 . ] . . -1 )
d CS) =n(n —1)(pelt + q)n pzize21t + n(pelt + qT p-izelt .
dt

Inlocuind t=0 si tinAnd seama ci p+q=1, obtinem:
M(X*)=n’p*+np-np’.
Rezulta:
D(X)=M(X*}-[M(X)]*=np-np*=np(1-p)=npq .
Asadar, dispersia unei variabile aleatoare cu distributia binominala este:

4) D(X)=npq .

9.2 Distributia normala (Laplace si Gauss).

In studiul multor fenomene de masa se intalnesc variabile aleatoare care se
supun unei legi de probabilitate, numita /egea normala.
Definitie. Spunem ca o variabila aleatoare X are distributie normala sau ca

urmeaza legea normala cu parametrii m si o dacd densitatea sa de repartitie este:

(1) p(x)= L ¢ 20 ,unde xeR, 6>0, meR.
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Legea normald sau distributia normald se numeste si legea lui Laplace si
Gauss si densitatea de repartitie se mai noteazd cu n(x;m;c). Printre distributiile
discrete care se apropie de o lege normald este si distributia binominald in cazul
cand numarul probelor este foarte mare. Observam ca pentru orice xeR avem

¢(x)> 0. Efectuand schimbarea de variabild x-m=o+/2, obtinem:

+ +00

0 T0 2 —t2 . C
p(x)dx = €L [ et = L\/; =1, deoarece [ ¢ '“dt =+/n (integrala lui Poisson).
0 Jr = N

— T —00
In consecinti, cele doud conditii ale densititii de repartitie sunt indeplinite
de ¢(x). Are loc:

Teorema. Functia caracteristicd a unei variabile aleatoare X supusa unei

distributii normale n(x,m,c) este: c(t)=e
Intr-adevar:
(x—m)?
+00 . +00 .
c(t)= | ™ p(x)dx = 1 e 207 g
—00 o 2n —o0

In aceasta integrala facem schimbarea de variabild x-m=y si obtinem:

. 40 1 A~AYT .
c(t) = ! eMt. e 202 eltydy.
oV2n —00

Inlocuim e¥=costy+isinty si obtinem:

I 2 L)
[ e 202 Mgy = [ e 20 costydy+i | e 20 sinty dy =
—®© -0 —®
12 1 2
o~ 9 +00 9
=2fe 20 costydy- e 20 sintydy = 0 |(impara).
0 — 00

Folosind un rezultat cunoscut (integrala Poisson):

2
o0 _aX2 1 |n _% . 1
[e cosbxdx =—.|—e 7@ a>0 obtinem: a=—>.b=t]:
0 2Va 20
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1 .2 0'2t2 0'2t2

imt —
sidecic(t)=e

eltydy =0+2m-e

Semnificatia parametrilor m §i ¢ este urmatoarea: m este valoarea medie a
variabilei aleatoare X, iar o° este dispersia acestei variabile. Folosind functia
caracteristicd, valoarea medie si dispersia variabilei aleatoare X supusa legii
normale se calculeaza usor.

Intr-adevar:

M(X) = %[%LO = %[(lm ~o2tkg =m (c(0)=1)si

2 2
M(Xz) _ L d7e(® = —H— o2+ (im - aztj Jc(t)] = 62 + m? de unde

D(X) = M(ij ~ME)P = o2

Graficul functiei @(x) se numeste curba normald (clopotul lui Gauss) cu

parametrii m si ¢ i are forma de clopot

P(x)

oVin

1) Toate curbele admit cite un punct de maxim x=m (a carei valoare

12 ) si scad necontenit la stdnga si la dreapta lui, apropiindu-se de axa
T

este
o

absciselor.
2) Dreapta x=m este o axa de simetrie a graficului curbelor y=¢(x).
3) Toate curbele au formd de clopot, avand formd convexd pentru

x€(-0,m-c)U(m+c,0) si concava pentru xe(m-o, m+c).Punctele mtc sunt
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puncte de inflexiune. Cu cat ¢ este mai mic, cu atat clopotul este mai ascutit iar cu
cat o este mai mare cu atat clopotul este mau turtit. Suprafata inclusd de axa Ox
este de arie 1 u”, curba se apropie repede de axa Ox, in raport cu o abatere
€| =|x —m| <30, diferenta fatd de Ox este de ordinul 0,003 unitdti. Pentru aceasta
din punct de vedere practic, distributia poate fi consideratd definitd intr-un interval
finit.

4) Fata de parametrul m, curbele n(x;m;c)sufera translatii de-a lungul axei

Ox, mentinandu-si forma $i marimea (G constant):

n{x;m, ) |

( . 1(x—m]2
M(X)=My(X)=x,=m| f(x)=———e 2\ O sif(x)=0 are x,=m. Functia
(X)=M¢(X)=x, (x) -y (x) 0 !
de repartitie are expresia:
X
(2)  F(x)= [n(t;m,o)dt
—00
si graficul:
¢ F(X)
1
12 =/
|
|
— | 1
0 mt mx mtt

Momentele centrate ale legii normale cu parametrii m si o (k>2) sunt:
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+00
! | (x—m)ke
o~ 21 —©

m =

Fiacand substitutia >~ = = y obtinem:

~

2
my = Mlyeydy.

NFREE

. _ _y2 : g
Integrand prin parti cu u = yk Lav=ye ¥ dy obtinem formula de recurenta:

3) m = (k—l)azmk_z.
Stiind ¢ mg=1, m;=0, m,=0" rezultd my, =0 si mp,=1-3-5 ... (2p-1)c™,
pef{l2,..}.

9.3 Distributia Gama.

O variabila X are o distributie gama, dacd densitatea ei este datd de

egalitatea:
X

1 a—l b
— e ”, pentrux>0a,b>0
(1) p(x)=4T ) b

0 , pentru x<0
Tinand seama de definitia functiei:

0 +00
[(z)= [t*letdt, z> 0, rezultd cd [@(x)dx =1 (in urma schimbdrii de variabild x=bt).
0 —00

—+00
Deoarece ¢(x)>0si [o(x)dx =1, rezultd ca ¢(x) reprezintd o densitate de
—o0

repartitie. Graficul functiei @(x) este redat mai jos:

o(x)

a=1

a=1

Efectuand schimbareaoc{e variabild x=bt, obtinem®
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M(X) = r(ra(:)l) b=ab.

Moda x, are expresia x¢=b(a-1) iar dispersia D(x)=ab’. Momentele de
ordinul k:
me=a(atl)...(atk-1)b", ke {12,..}.

Functia de repartitie F(x) este definita de relatia:

t

. t
Il bt x >0

F(x)= (I)l"(a)~ba
0, pentrux<0

st are graficul:
F(x)

1

9.4 Distributia Beta

Spunem cd o variabild aleatoare X are distributia Beta cu parametrii p si q

(p>0, g>0) daca densitatea sa de repartitie este:

1 p-1 q-1
—— X I-x

(1) p(x)=1B(p.q) 7 penira x <01
0 pentru x [0,1]

00
Deoarece ¢@(x)>0 si  [p(x)dx)=1, rezultd cd ¢(x) este o densitate de
—00

repartitie. Momentul de ordinul k este:

(2) m, = pp+D)..p+k-1)
k P+qp+qg+D)...(p+q+k-1)

iar valoarea medie si dispersia sunt:
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(3) M(x) = ——, D(X) = —— -
p+q (P+q)“(p+q+1)
Moda distributiei este x, = p=l
p+q-2

9.5 Distributia_y*(hi -patrat)

O variabila aleatoare X are distributia » > daca densitatea de probabilitate:

v X

1
x2 e 2a2,x20

(1) olx)- 2v/2avf(;j
0 ,pentru x <0
Distributia % a fost descoperita de Helmert in 1876 si pusi in valoare 30 de
ani mai tarziu de R. Pearson. Ea are doi parametrii a>0 si v (v reprezentand
numarul gradelor de liberatate) si se aplica in statistica matematica.
Pentru a=1 s1 v=2,4,6,15 graficele lui ¢(x) sunt:

o(x,v,1)
0,30 -

0,20 -
0,15 - _v=4
0,10

0,05 -
0]




Pentru v >30, graficul distributiei %* se aproprie de graficul distributiei
normale. In practica statisticii este frecvent folositd functia de repartitie
complementard P(y*>y,%)=8 (ale caror valori sunt tabelate pentru diferite valori a
lui v si valorile uzuale a lui ¢ ).

Observam ca ¢@(x) Indeplineste conditiile unei densitati de probabilitate:
+00

a) p(x)>0 si [p(x)dx =1 ultima egalitate se obtine ficidnd schimbarea de
—o0

variabila x=2t.
Caracteristici ale distributiei y*:
M(X)=a’v, D(X)=2a'v, xo=(v-2)a’, mz=8a’v, ms=12a°v(v+4).

v/2

Functia carcateristicd c(t)=(1-2ia’t)"*>. Dacid v-—»>o intr-o distributie ¥’

atunci distributia tinde catre n(x;0;1).

9.6 Distributia Poisson (legea evenimentelor rare).

Sa consideram legea binominala:
n—o
pn(e)=Cpp®(1-p)
in care presupunem n foarte mare si p foarte mic.

Notam np=A si avem:

0 o (a)= n(n—l)...(n—a+1)(1_&jn_aﬁ.

n% n a!
n—ao
Deoarece lim n(n_l)"'(&l_aﬂ) =1sinli_r>noo(1—&j —e¢™ | pentru n foarte
n n

mare vom inlocui primii doi factori din (1) prin limitele lor. Obtinem valoarea

asimptotica:

(2) P (a)= "¢
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Definitie. Daca o variabila aleatoare X 1a valorile o=0,1,2,... cu

}LU.
probabilitdtile —e
o

*unde X este un parametru real, se spune ca variabila X este de

tip Poisson sau cd legea sa de probabilitate este o lege de tip Poisson. Legea lui
Poisson se aplica in cazul evenimentelor ce se intampla foarte rar. De aceea legea
lui Poisson se mai numeste si lege evenimentelor rare. Pentru ca legea de mai sus
sa fie o lege de probabilitate, este necesar ca suma probabilitatilor sale sa fie egala

.. o .. T - -
cu 1. Aceastd conditie este indeplinitd, Ph gk 1.

a=00a!
Proprietati.

1) Valoarea medie a unei variabile Poisson este : M(X)=A. Intra-devar,

o0 a-1
&e_)” =Ke_>‘ > x—'=7»e')”e}‘ =A.

Q0
M(X)=
) aEOa(l! a=la-1)

?{eit —1}
2) Functia carcateristicd a unei variabile de tip Poisson este :c(t)=¢ :

Aceasta se obtine usor pornind de la definitie:

. A0 it : Aeit—1
oft) = %eltak_e—x _ E M: chehelt _ [ ]

o=0 a! o=0 ol
3) Dispersia variabilei Poisson este egald cu A. Conform definitiei

D(X)=M(X?)-[M(x)]*. Pentru a calcula M(X?) folosim definitia:

2 . oy Melt—
M(X2)=— d—‘;(t) - (—xzezlt—xelt)e [ J =22 1.
dt™ Ji=o
t=0

Inlocuind in egalitatea precedenti, se obtine: D(X)=A*+A-A*=\.

9.7. Distributia ,,t” (Student)

Variabila aleatoare este repartizatd Student cu v grade de libertate, daca

functia densitate de probabilitate este:
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Si in acest caz, se poate ardta usor ca sunt indeplinite conditiile ca ,,t” sa fie
o densitate de probabilitate:

a)  o(tv)>0 (evidentd),
+o0 . . g - )

b) [o(t;v)dt =1 (cu schimbare de variabila t=vy)
—00

Caracteristicile variabilei sunt:

v

M(x)=0,D(X)= —50 %0 =0 My =

0

VK32 -)
Mok = (V—Z)(v—4)...(v—2k) ‘

Practic pentru v>30, distributia ,,t” Student este aproximata de distributia

normala n(t;0;1), graficele respective confirmand acest fapt (fig.a).

¢

N /distributia n(x;0,1)

distributia ,,t"

In practica statistici matematice pentru distributia Student tabelata functia:

P(X| > t)=5 (fig b hasurat).
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o(x) t

P(x)

HHHHHHHH HHHHHHHH
-t 0 t t

Fig. b

10. Convergenta in repartitie sau in sens Bernoulli.

Fie F, si F. respectiv functiile de repartitie ale variabilelor X, si X. Sirul de

variabile aleatoare {X,},.n converge in repartitie catre variabila aleatoare X, daca

sirul functiilor de repartitie {F,},n € N converge citre functia de repartitie F in toate

punctele de continuitate ale lui F.
Activitatea practicd are uneori sd cunoastem conditiile Tn care actiunea mai
multor factori Intdmplatori conduc la un rezultat care sa permitd sa prevedem
evolutia unui anumit fenomen. Astfel de conditii se dau in teoremele cunoscute sub
denumirea de comuna de legea numerelor mari.
1° Teorema lu Cebdsev. Daca X;, X,, ...X,, sunt variabile aleatoare
(discrete sau continue) independente, ale caror dispersii sunt mai mici decat o
constantd C, atunci pentru orice € >0 avem:
n n
> X X M)

lim P| k=1

<gl|=1

(1
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n
> X
Intra-devir, fie variabila aleatoare X = X=L— pentru care avem:
n

3 X > M(X, )
k=1 K|_K=1 K
n n

M(X)=M

b

n n
> X, D(X,)
D(x)=D| k=L — | = k=1 < nf

n n2 n

<

—
Aplicarea inegalititii Bienayme-Cebasev asupra variabilei X, conduce la

dubla inegalitate:

n n

Y X, kZZIM(Xk)

- C < p| k=l
ne n n

<g|<1

care la limita devine (1). Teorema lui Cebasev sta la baza teoriei selectiei.

2° Teorema lui Bernoulli. (Legea numerelor mari a lui Bernoulli.) Daci se

fac n experiente independente, in fiecare experienta probabilitatea evenimentului A

fiind p si dacd x este numarul de operatii al evenimentului A in cele n experiente,

<8j:1.

Vom prezenta doua teoreme , numite teorema de convergenta in lege, pentru

atunci:

X
——Pp
n

2) lim (

n—oo

a caror demonstratie se foloseste de obicei functia caracteristica.

a) Teorema Ilui Moivre-Laplace. Distributia binominala in cazul cand

volumul n ala extractiilor este mare, este aproximata de distributia normala, adica

are loc relatia:

ll X—mg
X X N—X _ 1 2 52

3 lim C ——e
() n_)oonpq J\/ﬂ

{m =np
"|lo=+npq
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b) Teorema limita centrala (Laplace-Leapunov). Fie dat un sistem de

variabile aleatoare X, ke {l,2,...,n} pentru care sunt indeplinite urmatoarele
conditii:

1° Variabile aleatoare X; sunt independente;

2° Momentele centrate pani la cel putin ordinul trei existd fiind marginite;
my <C, ke{l,2,...n}, r<3, C-constanta.

3°Notand:

n
Jpgin) = z pka

rz—D(X )rz(n)— % ‘C2 =|m
O =1 S S i

fiind satrisfacuta relatia:

(3) lim PX o,
S g n e e g
atunci variabila suma X = 3 X, are o distributie asimptotica distributia normala,
k=1
oricare ar fi distributiile variabilelor Xy, ke {1,2,...,n}.

11.Covarianta si corelatia a doua variabile aleatoare.

Prin covarianta a douad variabile aleatoare X s1 Y intelegem expresia:

(1) cov (X,Y)=M[(X-M(X)) (Y-M(Y))].

Dacd Y este independenta de X, atunci cov (Y,X)=0 (analog daca X este
independenta de Y, cov (X,Y)=0).

Fiind date doua variabile X si Y ale caror valori normate sunt Z,, respectiv
Z, (a norma sau a reduce o variabild abatoare inseamnd a centra variabila si a
masura argumentul prin abaterea medie patraticad), se numeste coeficient de
corelatie a cuplului de variabile (X,Y) convarianta variabilelor normate. Notand
pxy coeficientul de corelatie, prin definitie avem:

X-MX) Y -M(Y)

2) Py = cov(ZX, zy): M{ ]care se mai scrie:

() by - MI(X - M(x))- (Y =M(Y))] _ cov(Y.X) _ Txy
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Datoritd simetriei n raport cu variabilele X §i Y avem:
Pxy= Pyx— P»
sau astfel spus coeficientul de corelatie indicd legdtura ce existd intre variabilele
perechi (X,Y) si nu legatura de la o variabila la cealalta. Acest fapt permite sa se
spund ca aceasta legatura stochastica defineste corelatia variabilei X si Y, sau ca
variabilele sunt corelate. Coeficientul de corelatie are valorile pe[-1,1], marginele

intervalului fiind atinse atunci cand Intre X 1Y a exista o dependenta liniara certa.

13. Aplicatii ale teoriei probabilitatilor in teoria fiabilitatii.

Teoria fiabilitatii (teoria sigurantei in functionare) are ca scop gasirea legilor
de aparitie a defectiunilor echipamentlor sau utilajelor. Astfel, echipament sau
utilaj poate fi: strung, tractor, automobil, aparaturd industriald, fabrica, uzina,
calculator, etc.

Prin calitatea echipamentului intelegem multimea proprietatilor ce definesc
gradul de utilitate Tn exploatare.

Fiabilitatea echipamentului este capacitatea echipamentului de a-si conserva
calitatea in conditii determinate de exploatare.

Timpul de functionare pani la prima defectiune. In cazul sistemelor

complexe se studiaza atat fiabilitatea sistemului in asamblul sau cat si fiabilitatea
unor parti componente considerate aparte ca entititi de sine stdtatoare. O parte
indivizibild a sistemului sau studiatd ca un tot independent de partile sale
componente o vom numi element. In cazul unor echipamente sau a unor elemente
perioada de timp de la darea in functiune pana la aparitia avariei coincide cu durata
de viata a echipamentului sau elementului respectiv (de exemplu becurile — la care
nu se pune problema repararii).

Sa consideram ca moment initial momentul in care un element este pus in
stare de functionare §i sd notdm cu z timpul de functionare pana la aparitia

defectiunii. Prin timp de functionare intelegem perioada de functionare efectiva,

274



eliminand perioadele de intrerupere deliberatd. z este o variabild aleatoare a carei
functie de repartitie o vom nota prin Q:
Qt)y=P(z<t),(t>0).

Vom presupune ca functia Q(t) este derivabild in orice punct t > 0 si notdm
q(t) = Q’(1).

Probabilitatea ca elementul sa fie in stare de functionare la momentul t (sau
s functioneze fara sa se defecteze un timp mai lung decat t) este:

Ot)=P(z<t)=1-P(t),(t>0).

Functia P(t) se numeste functia de siguranta.

Din proprietatile generale ale functiilor de repartitie si din conditiile impuse
lui Q se deduc imediat proprietdtile functiei de sigurantd ®: este continua si

derivabila in orice t> 0, ®(0) =1 ; limg() =0.

Valoarea medie a timpului de functionare fara defectare este

0

M(z)= | tq(t) dt= T(é(t)dt—mz

0
unde m = M(z).

In practica intalnim numeroase exemple in care este important ca avariile si
fie prevenite. In acest caz se stabileste pe baza de calcule si experienta o limitd de
functionare #,. Aceasta inseamna ca indiferent de starea in care se gaseste
elementul sau echipamentul respectiv la momentul ¢, el este scos din functiune.
(Este cazul cazanelor de la instalatiile de incalzire, al locomotivelor, vapoarelor
etc.). Daca z ar fi durata de viata a unui astfel de echipament fard impunerea unei
durate maxime de functionare, atunci adevarata valoare a acestei durate este

z =min(z,t,).

Daca Q" este functia de repartitic a lui z° se vede imediat ca pentru orice t

O(t) pentru t<t,
1 pentru t>t,,

Q*(t>=P<z*<t>={

si corespunzator
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O(t) pentru t<t,,
0 pentru t>t,.

CID*(t)Zl—Q*(t)={

Valoarea medie a variabilei z* este

s

m =

@ (t)dt = jl D(1)dt

o —38

iar dispersia acestei variabile:
D*(z) = 2jzc1>(z)dt —m" .
0

Functia risc de defectare. Sa consideram evenimentele:

A: elementul functioneaza fara sa se defecteze pana la momentul t;
B: elementul nu se defecteaza intre momentele t it + h. Se observa ca AnB
este evenimentul “ elementul functioneaza fara sa se defecteze pana la momentul t

+ h”. Avem:

P(ANB) _ P(z>t+h) _ O+ h)

P(BIA)= P(A) P(z>1) 0

Cu alte cuvinte, daca elemntul nu se defecteazd pana la momentul t,

O(t+h)
probabilitatea ca el sd nu se defecteze pana la momentul t + h este o) -

Inseamna ca in aceeasi ipoteza probabilitatea ca el sa se defecteze inainte de

momentul t + h este:

LD+ R) _ 1)~ D(t+h)
(1) (1) '

Daca h este mic atunci
O@)—p(t+h)=he'(¢)
si deci pentru un astfel de h

P(B/A) = —% = A(0)-h.

Functia A(r) se numeste risc de defectare. Graficul functiei empirice risc de

defectare obtinut prin prelucrarea datelor statistice este de forma:
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MO

0] 1 II III

Aceasta formd a graficului sugereazd existenta a trei perioade distincte in
timpul exploatarii.in prima perioada (I de pe figura) riscul de defectare descreste
cu timpul. Tn momentul punerii in stare de functionare a echipamentului incep sa se
manifeste viciile de fabricatie ascunse. Cei care lucreaza cu anumite utilaje stiu ca
riscul de defectare este mai mic dupa trecerea unui timp de la darea in exploatare.
Aceasta este perioada rodajului. A doua (II pe figurd) perioada este perioada de
functionare normala. Dupa trecerea perioadei de rodaj urmeaza o perioada in care
riscul de defectare se stabilizeaza si practic nu depinde de timp. A treia (III pe
figurd) este perioada de imbatrdanire a echipamentului. Sub influenta unor factori
fizici si chimici elementele se degradeaza ireversibil si riscul de defectare creste cu
trecerea timpului.

Dacd consideram ca moment initial momentul in care se termina perioada
rodajului si incepe perioada de functionare normald, o lungd perioadd de timp
riscul de defectare va fi practic constant. De multe ori nu se patrunde prea adanc
nici in cea de a treia perioada, echipamentul fiind inlocuit in scopul prevenirii
avariilor sau a uzurii morale Tnainte ca el s devind incapabil sa mai functioneze.
Daca A(t) =X\, A >0 aceasta Tnseamna ca

'@ _
(1)

de unde rezultda ®(s)=e*. Functia de repartitie a duratei de functionare fara

defectare este

Q)y=1-e*,t>0,
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adica duratd are distributie exponentiald cu parametrul A.

Aceastd lege de fiabilitate nu este universald. In practici se intalnesc
frecvent situatii in care datele experimentale nu concorda cu modelul de mai sus. O
lege de probabilitate care apare din ce in ce mai des in teoria fiabilitatii este
distributia Weibull. Daca z are distributia Weibull cu parametrii A si o, adica
functia sa de repartitie este

Qi)y=1- ™ ,t>0.
atunci functia de siguranta corespunzdtoare este
pr)=e"
si deci 1i va corespunde functia risc de defectare A(f) = Aat“™.

Legea Weibull este mai generald decat legea exponentiald. Depinzand de doi
parametrii, ea poate cuprinde un numar mult mai mare de cazuri concrete decat
legea exponentiala.

Daca riscul de defectare este proportional cu timpul:

A (t) =2At, A >0 constant,

atunci din relatiile

2O _ g0y =1
oo 00

rezulta:
D)=

si suntem in cazul unei legi Weibull.

14. Probleme propuse.

1. Se considera variabilele aleatoare independente

1 2 4 . 1 4 6 7
X: s1 Y:
0,7 01 0,2 0,2 04 01 03

Sa se calculeze: m,,.,, si D2X +4Y).
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2. Sa se determine densitatea de repartitie a variabilei aleatoare X pentru care

1

functia caracteristica este ‘P(t) = "
+t

2 -

3. Sa se determine functia caracteristicd a unei variabile aleatoare X avand

densitatea de repartitie:

fx)= — 1, co<x<+m.

x(x*+4)
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CAPITOLUL X

PROBLEME DATE LA CONCURSURILE DE MATEMATICA

“ TRAIAN LALESCU”- anul 1I- (Politehnica-)
(fazele nationale - 1980- 1996) (selectiv).

1. Sa se calculeze

S

. (x+1)°

2. Sa se determine solutia pe [0, «) a ecuatiei diferentiale xy” + 2y’ = x* care
satisface conditiile y(0)=0 si este marginitd in vecindtatea originii folosind

transformata Laplace.

Xt
3. Fief(xt)= e2" 2 olomorfd pentru x e R fixat 10 <|t| <oo. Daca f(x,t)
admite o dezvoltare in serie Laurent de forma f(x,t) = > J, (x)-t" atunci f(x,t)

N=—o0

verificd urmatoarele relatii:

2J;1(X)=‘]n—1(x)_‘]n+l(x)a

3L 00+3,,00="3.0, xeR"
X
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4. Folosind metoda separdarii variabilelor sa se afle solutia ecuatiei:

2
0 ;J _Lou a’u, a>0 care
ot X oX
satisface conditiile:
(1) u(x,t) =u(x,t +2m), xeR',t>0
1
2 u0,t) = ———.
@) 0.9 5—-3cost
= 1982 =

5. Sase dezvolte in serie Fourier functia

1
l1-2acosx+a’’

f:R—>R,f(x)= a>1.

6. Se dd ecuatia cu derivatele partiale:

o’u . 0% , 0% ou
—2—251nx —Cos X—z—cosx—zo
OX oxoy

a) Sa se determine tipul ecuatiei si sd se aduca la forma canonica;
b) Sa se determine solutia generala;

c) Sa se determine solutia particulara care satisface conditiile: u(0,y) = 2y,

ou
—(0,y)=2.
ax( y)

7. a) Sa se determine functia morfa f(z) = u(x,y) + iv(x,y) pentru care
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u(x,y) = e*cosy + xsin xchy — yshy cos X ;

T cos3Xx dx.

b) Sa se calculeze: —_—
5—4cosX

0

8.  Fie r vectorul de pozitie al punctului de coordonate (x,y,z) R’ si ¢: R’ - R
o functie armonica intr-un domeniu Dc R®.
a) Sa se determine parametrii reali a,b astfel incat
grad (fgrade) + arot(rxgrade) + bgrade = 0
pentru orice functie armonica ¢ .

b) Sa se exprime printr-o integrala de suprafatd integrala tripla:
[= _[”[gradgp +(FV)gradepJdw
Q

unde Q este un domeniu cu frontiera suficient de regulata, Q< D,

= 0 0 0
rv=xX—+y—+z—.
OX oy oz

9. a) Sa se determine functia monogena f stiind cd f(z) = p(x+/x> +y?), ¢
derivabila.

b) Sa se calculeze:
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10. a) Sa se determine functiile olomorfe f: C—->C pentru care
u(x,y) = o(x)-w(y)cu ¢si w de clasa C*(R) unde u ( x,y) = Re f(z), z=x +1iy.

b) Sa se calculeze:

_ T X sin ax dx
o (X2 +b*)(x* +¢?)

unde a,b,c eR.

11. Se da functia complexa

1
FO = (o[ p+1f +e] @

peZ. Se cere:
a) Sa se determine functia original f(t);

b) Sa se rezolve ecuatia integrala:

o) f-udu=e"(ot-sinat).

\./

¢) Si se calculeze : 1, = _[ T
0

d) Pentru o =2 sa se calculeze:

7
I, = je f (t)cos® tdt .
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12. Sa se calculeze integrala:

Todx . ) ..
j—n unde a si b sunt numere reale, strict pozitive,
0

neN.

Folosind rezultatul obtinut sa se calculeze:

=1993 = (Univ.C.Brancusi Tg.Jiu)

13. Sa se calculeze integrala:

. )
sin X - sinnx

jeinxsinne g penk,
5—4cosx

-7

=1996=  (Univ.Cluj Napoca)
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